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Adams 谱 序 列 和 球面 
稳定 同 伦 群 


MES ”编著 


A 容 简 介 


本 书 在 介绍 上 同调 运算 及 其 与 Eienberg-Maclane 谱 的 上 同调 群 的 关系 之 
后 ,引入 了 Steenrod 代数 并 叙述 它 的 两 种 基底 , 典 则 反 自 同 构 等 . 在 阐述 谱 的 同 
伦 范畴 之 后 介绍 了 一 般 的 谱 序列 以 及 收敛 到 谱 的 同 伦 群 的 Adams 谱 序 列 并 介 
WEN E 项 (Steenrod 代数 的 上 同调 ) 的 计算 过 程 和 一 些 结果 . Smith-Toda if 
V(n)fil BP 谱 作为 Steenrod 模 的 几何 实现 引入 , 然后 介绍 它 的 一 些 性 质 . 在 介绍 
广义 Adams 谱 序列 的 基础 上 介绍 了 国内 外 有 关 球 面 稳 定 同 伦 群 的 研究 概况 , 而 


最 后 是 以 编著 者 多 年 的 研究 成 果 为 基础 , 叙述 和 证 明了 球面 稳定 同 伦 群 一 序列 
新 元 素 族 的 存在 性 . 


本 书 适 合 高 等 院 校 基础 数学 专业 拓扑 学 及 相关 方向 的 研究 生 、 教 师 及 数学 
工作 者 . 
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对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 ， 书籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作 
H. 许多 成 就 卓越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻研 或 参考 过 一 些 优秀 书籍 ， 从 中 汲 
取 营养 ， 获得 教 益 . 

20 世纪 70 年 代 后 期 , 我国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 文化 大 革命 的 
浩劫 已 经 破坏 与 中 断 了 10 余年 ， 而 在 这 期 间 国际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 展 
X. 1978 年 以 后 , 我 国 青年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 . 当时 他 们 
的 参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚至 更 早期 的 著述 . 据 此 , 科学 出 版 社 陆 续 推出 了 
多 套数 学 从 书 , 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 从 书 与 《现代 数学 基础 从 书 》 
更 为 突出 , 前 者 出 版 约 40 卷 , 后 者 则 逾 80 卷 ， 它 们 质量 其 高 , 影响 颇 大 , 对 我 国 
数学 研究 、 交 流 与 人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 . 

《现代 数学 基础 丛书》 的 宗旨 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 
及 青年 学 者 , 针对 一 些 重要 的 数学 领域 与 研究 方向 ,， 作 较 系统 的 介绍 ， 既 注意 该 
领域 的 基础 知识 ， 又 反映 其 新 发 展 , 力求 深入 浅 出 , 简明 扼要 , 注重 创新 . 

近年 来 , 数学 在 各 门 科 学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 
深入 的 应 用 ,还 形成 了 一 些 交叉 学 科 . 我 们 希望 这 套 从 书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 
到 应 用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 . 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支持 , 编辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
劳动 . 它 获得 了 广大 读者 的 喜爱 . 我 们 诚 丽 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 展 ， 
使 它 越 办 越 好， 为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 做 出 贡献 . 
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本 书 是 在 1986 年 9~12 月 南开 大 学 数学 研究 所 “几何 拓扑 学 术 年 会 ”举办 的 
讲座 的 讲稿 的 基础 上 编著 而 成 的 . 期 间 十 多 年 也 曾 作 为 南开 大 学 数学 学 院 代 数 拓扑 
方 呵 历届 研究生 的 教材 . 正如 书 的 标题 , 它 的 目的 是 使 读者 能 认识 和 掌握 上 同调 运 
算 及 谱 序 列 等 代数 拓扑 学 的 重要 工具 , 并 迅速 进入 到 球面 稳定 同 伦 群 的 科研 前 沿 领 
Xx. 阅读 本 书 它 要 求 读 者 预先 具备 代数 拓扑 学 的 同调 群 和 上 同调 群 等 同调 论 的 基 
本 知识 以 及 同 伦 群 和 CW 复 形 等 同 伦 论 的 基本 知识 . 

自从 1950 年 J.P.Serre 发 现 n 维 球面 57 的 同 伦 群 nnr S(r > 0) 是 有 限 群 以 
来 , 球面 同 伦 群 mer S” 的 计算 与 确定 成 了 代数 拓扑 学 的 核心 课题 之 一 . 近 几 十 年 
来 , 众多 的 代数 拓扑 学 者 前 赴 后 继 , 从 这 一 核心 课题 发 展 出 许多 重要 的 工具 和 方法 ， 
取得 了 许多 成 果 . 但 是 , 到 目前 为 止 , 距离 问题 的 全 部 解决 还 很 区 远 , 使 这 一 核心 课 
题 成 为 经 典 难题 之 一 . 早 在 1940 EX, H. Freudenthal 发 现 了 同 伦 双 角 锥 定理 , 揭示 
了 球面 同 伦 群 具有 稳定 现象 , 即 当 n 2 7 十 2, n 维 球面 S" B3 n+r 维 同 伦 群 m4,S” 
和 n 十 1 维 球面 9"+ 的 ntr +l 维 同 伦 群 mery Se 都 是 彼此 同 构 的 , 从 而 当 
n 之 7 十 2, 可 将 这 些 彼 此 同 构 的 同 伦 群 nirs” 统称 为 球面 稳定 同 伦 群 mi. 1960 年 ， 
J.F.Adams 发 现 了 以 空间 的 同调 信息 为 Eo 项 并 且 收 敛 到 空间 的 同 伦 群 的 谱 序 列 ， 
成 为 空间 的 同 伦 群 的 有 力 的 计算 工具 . 为 了 稳定 同 伦 群 的 需要 , J.F.Adams 等 人 还 
将 拓扑 空间 范畴 提升 到 以 谱 为 对 象 的 空间 的 稳定 同 伦 范畴 , 并 且 使 代数 拓扑 的 同调 
论 和 同 伦 论 两 个 重要 分 支 在 稳定 同 伦 范畴 的 广义 同调 论 中 得 到 了 统一 . 从 此 , 球面 
稳定 同 伦 群 的 研究 在 更 高 的 视野 下 更 加 莲 勃 的 发 展 起 来 . 除了 以 经 典 的 Adams 谱 
序列 为 工具 , 后 来 还 发 展 出 以 BP 谱 为 基础 的 广义 的 Adams-Novikov 谱 序列 等 作 
为 工具 , 研究 和 发 现 球面 稳定 同 伦 群 的 新 元 素 族 . 近 十 多 年 来 还 兴起 广义 Za 局 部 
化 的 球 谱 的 同 伦 群 的 研究 , 以 此 逼近 球面 稳定 同 伦 群 , 呈现 其 研究 方式 的 多 样 化 . 

本 书 将 着 重 介 绍 Adams 谱 序 列 的 有 关 知 识 以 及 利用 它 作 为 工具 来 发 觉 球 面 
稳定 同 伦 群 新 元 素 族 的 研究 概况 和 一 些 成 果 . 由 于 Adams 谱 序 列 实际 上 是 一 种 高 
阶 上 同调 运算 , 因此 本 书 以 原初 的 上 同调 运算 的 讲述 开篇 . 第 1 章 讲 述 上 同调 运 
算 的 一 般 概 念 、 性 质 及 其 与 Eilenberg-Maclane 空间 的 上 同调 群 的 关系 . 作为 最 重 
要 的 原初 上 同调 运算 之 一 , 讲述 了 Steenrod 平方 运算 是 如 何 构 造 出 来 的 以 及 它 与 
Eilenberg-Maclane 空间 的 上 同调 代数 H*(K(G,n), Z2) 的 对 应 关系 . 

第 2 章 讲述 Steenrod 代数 , 它 是 作为 Steenrod 平方 运算 Sq'CA XE p = 2) 
或 者 循环 缩减 医 已 ( 当 p 为 奇 素数 ) 在 合成 乘法 及 加 法 之 下 所 构成 的 代数 . 在 介绍 
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Steenrod 代数 A 的 构成 的 基础 上 , 讲述 了 Steenrod 代数 的 第 一 种 Z, 基底 可 
许 基 底 , 它 的 Hopf 代数 结构 以 及 它 的 对 偶 代 数 4* 的 结构 . 以 它 的 对 偶 代数 4* 的 
Zp 基底 为 基础 介绍 了 Steenrod 代数 的 另 一 种 Z, 基底 Milnor 基底 及 由 此 推演 
出 的 一 些 公 式 . 

第 3 章 包 含 了 Boardman 的 稳定 同 伦 范畴 的 一 些 构造 从 CW 谱 的 构造 开始 ， 
讲述 谱 的 映射 及 同 伦 等 概念 , 使 得 谱 的 范畴 成 为 稳定 同 伦 范畴 , 并 在 这 个 范畴 中 讲 
述 了 以 谱 为 基础 的 广义 同调 及 广义 上 同调 群 , 谱 以 及 谱 的 上 纤维 序列 , Eilenberg- 
Maclane 79. 为 后 面 讲述 Adams 谱 序 列 的 需要 还 介绍 了 连通 有 限 型 谱 的 p 局 部 化 

Adams 谱 序 列 是 本 书 的 重点 内 容 之 一 . 第 4 章 从 一 般 谱 序列 的 概念 讲 起 , 进而 
讲述 谱 的 Adams 分 解 以 及 以 Ext 群 为 E» 项 而 收敛 到 谱 的 同 伦 群 的 Adams 谱 序 
列 : 最 后 介绍 高 阶 上 同调 运算 的 概念 和 性 质 以 及 如 何 将 Adams 谱 序列 看 成 是 一 种 
高 阶 上 同调 运算 . 

Adams 谱 序 列 的 E» 项 是 谱 的 上 同调 群 的 Ext 群 , 它 是 谱 的 同 伦 群 计算 的 基本 
依据 . 因此 Ext 群 的 计算 也 成 为 球面 稳定 同 伦 群 这 一 核心 课题 的 一 个 重要 方面 . 第 
5 章 从 Bar 和 Cobar 构造 的 计算 方法 讲 起 , 介绍 了 Liulevicius 有 关 Steenrod 代数 4 
的 上 同调 H**(A) = Ext" (Zp, Zp) 当 s = 1,2 的 全 部 Zp 基底 的 得 出 过 程 , WHT 
T. Aikawa 所 得 出 的 三 维 的 Steenrod 代数 上 同调 H**(4) = Ext?" (Zp, Zp) 的 全 部 
Zp 基底 元 素 及 其 所 满足 的 关系 . 以 上 的 Z, 基 元 的 得 出 各 有 其 特殊 的 方法 , 第 5 章 
最 后 介绍 Steenrod 代数 上 同调 的 一 般 计算 工具 一 一 May 谱 序列 以 及 Ext5*(Z Zp) 
的 部 分 计算 结果 . | 

许多 重要 的 谱 是 Steenrod 代数 上 的 模 的 几何 实现 . 第 6 章 在 介绍 Steenrod 
代数 上 的 模 能 有 几何 实现 的 一 个 充分 条 件 的 基础 上 , 讲述 Smith-Toda 谱 V(n) 当 
n = 0,1,2,3, p > 2n 的 存在 性 的 证 明 . 谱 Y(n) 是 Steenrod 代数 4 的 外 代数 部 分 
En = E(Qo, Qi, Qn), 的 几何 实现 , 并 且 存 在 第 ”周期 性 映射 a™ : 22m -2V(n 一 
1) > Vin — 1) 4818 Vin) 是 它 的 上 纤维 . RTH V(n), 第 6 章 还 讲述 了 Brown- 
Peterson 谱 的 存在 性 的 原始 证 明 . 第 6 章 最 后 部 分 介绍 S.Oka XT i£ VOCE 
a” : 2"(P-DV(0) 一 V(0) 的 上 纤维 , > > 1) 是 可 交换 可 结合 环 谱 的 结果 及 其 分 裂 环 

目 从 以 谱 为 基础 的 广义 同调 论 产生 之 后 ,经 典 的 Adams 谱 序列 被 推广 到 广义 的 
Adams 谱 序 列 , 而 其 中 以 BP 谱 为 基础 的 广义 Adams-Novikov 谱 序 列 更 得 到 广泛 的 
应 用 . 第 7 章 介绍 任意 平坦 环 谱 为 基础 的 广义 Adams 谱 序列 , EA Extz p(B(X)， 
E,(Y)) A E» 项 而 收敛 到 同 伦 群 [X,Y]，。 243€ E Æ Brown-Peterson ## BP 时 , 它 
是 应 用 更 广泛 的 Adams-Novikov 谱 序 列 . 第 7 章 最 后 介绍 Bruner 关于 具有 Filtra- 
tion 1 APR h : Y CW 在 广义 Adams 谱 序列 中 由 Eo 项 到 Es; 项 保持 收敛 性 的 
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以 Adams 谱 序列 以 及 广义 的 Adams-Novikov 谱 序列 为 工具 发 觉 球 面 稳定 同 伦 
群 新 元 素 族 是 代数 拓扑 科研 前 沿 的 核心 重要 课题 之 一 . 第 8 章 不 加 证 明 地 概要 介绍 
20 世纪 70 年 代 以 来 十 多 年 间 国 外 这 方面 的 研究 概况 及 取得 的 一 些 成 果 , 包括 J 同 
态 和 它 的 象 , Adams-Novikov 谱 序 列 的 Eo 项 ExtBp pp(BP, BP.) 当 s = 1,2 时 分 
别 由 owpn jij 元 素 族 和 bipr jij 元 素 族 所 构成 的 结果 以 及 球面 稳定 同 伦 群 的 ou, Bi,Y 
元 素 族 , S.Oka 的 Pry); 元 素 族 , R.Cohen 的 hob, 元 素 族 等 

本 书 前 8 章 是 依据 几 十 篇 文献 编写 而 成 的 , 每 1 章 末 尾 附 有 相应 的 参考 文献 目 
录 供 读者 查阅 , 它 可 带领 读者 进入 球面 稳定 同 伦 群 的 科研 前 沿 领域 . 第 9 章 是 以 编著 
者 近 十 几 年 来 的 研究 成 果 为 基础 , 著述 球面 稳定 同 伦 群 一 序列 新 元 素 族 存在 性 的 证 
明 过 程 . 在 第 9.1 FT AGREE S 和 Smith-Toda ji V (1) 密切 相关 的 一 些 谱 及 其 相应 
的 上 纤维 序列 的 基础 上 , 第 0.2 节 证 明了 对 于 ao 相关 元 素 o € Ext% (Zp, Zp) 与 ce 
Ext? (Zp, Zp), hoo’ € Ext! ^4 *(Z,, Zp) 5j ix(hoo) € Ext! "ta(H*M, Zp) 分 
x MEIER S 和 Moore i£ M 的 同 伦 群 的 非 零 元 素 . 这 个 一 般 结 果 只 以 二 阶 微 
分 da(c) = ago’ 及 一 些 低 维 Ext 群 的 生成 元 情况 作为 假设 , 具有 广泛 的 适用 性 ， 
能 导出 球面 稳定 同 伦 群 的 一 序列 hoo 元 素 族 , 其 中 o 可 有 多 种 选择 . 第 9.3 WE 
明了 (ii).(hoec) € Ext ^ ** *(H*V(1), Zp) 的 收敛 性 导出 (i1). (goo) e Ext tt 
(H*V(1), Zp) 的 收敛 性 的 一 般 结果 , 而 第 9.4 节 是 i. (hoo) € Ext! "^ *(H* M,Z,) 
的 收敛 性 可 回 拖 而 得 到 hoo € Ext?" ^ ** *(Z,, Zp) 的 收敛 性 的 一 般 结 果 . 作为 前 四 
节 一 般 结果 的 应 用 , 第 9.5 节 证 得 球面 稳定 同 伦 群 一 序列 新 元 素 族 , 计 有 hohn, hobn, 
hohnhm, ho(hnbm—1 一 habs a) 元 素 族 并 猜想 还 可 得 hogn, hokn, hofn, hofn FICK 
族 . 第 9.6 节令 述 球 面 稳 定 同 伦 群 一 系列 乘积 元 素 族 和 新 元 素 族 hohn3Ys, Pobn7s， 
hohs has, ho(Rnbm—1 — hmbn-1)Ys, 9ohnYs, gobnYs 等 的 大 致 证 明 过 程 . BLU T bae 
用 经 典 的 Adams 谱 序 列 为 工具 发 觉 出 的 球面 稳定 同 伦 群 的 新 元 素 族 . 第 9.7 市 以 
hobn 元 素 族 为 几何 输入 , 以 Adams 谱 序 列 和 Adams-Novikov 谱 序 列 相 结 合作 为 工 
RH. 证 明了 hn € Ext, Sp(BP,, BP.V(1)) 在 Adams-Novikov 谱 序 列 的 收敛 性 并 
且 由 此 得 出 球面 稳定 同 伦 群 的 第 三 周期 性 yynj;(1 < j < p^ — 1) 元素 族 的 收敛 性 . 
第 9.8 节 以 hoh 元 素 族 为 几何 输入 , 通过 在 Adams-Novikov 分 解 中 的 推演 , 证 明了 
球面 稳定 同 伦 群 第 二 周期 性 元 素 族 Bipnjj(1 <j <p"-14teslil<j<ps 
t > 2) 在 Adams-Novikov 谱 序 列 的 收敛 性 . 

除了 Smith-Toda i£ V(n)(24 n =0,1,2,3,p > 2n) 及 ou, B, 元 素 族 以 外 , 第 
9 章 中 所 得 出 的 球面 稳定 同 伦 群 的 一 序列 新 元 素 族 , 其 证 明 不 需要 另外 的 已 知 元 素 
族 作为 几何 输入 . 本 书 全 书 也 基本 上 做 到 自 包 含 , 以 方便 读者 循序 渐进 地 阅读 , 了 
解 并 掌握 球面 稳定 同 伦 群 科研 前 沿 领域 的 某 些 方法 和 结果 . 
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第 1 半 上 同调 运算 
1.1 上 同调 运算 的 一 般 概 念 


粗略 地 讲 , 上 同调 运算 就 是 一 种 运算 , 当 它 作 用 到 空间 的 某 些 上 同调 类 , 则 产生 
另外 一 些 上 同调 类 . 简单 的 例子 如 加 法 : A u,v 为 9 维 上 同调 群 HX, G) 的 两 个 
元 , WA u+v e H1(X,G). 另外 的 例子 还 有 卡 积 : 4 uc H?(X,G),v e H4(X,G’), 
Nj uUve H?**«(X,G&G^). RRA «Go G' 导出 的 上 同调 群 同 态 o: H(X, G) 一 
H3(X,G') 和 联系 于 系数 群 短 正 合 序列 02 G — G — G" 一 0 的 Bockstein [AJA 
B: H9(X,G") > H(X, G') 也 是 这 方面 的 例子 . 以 上 都 是 初等 的 上 同调 运算 . 

更 进一步 的 上 同调 运算 是 Steenrod 的 循环 缩减 寡 

Sq: H3(X, Z2) — H(X, Z2) 
Pt: HI(X, Zp) — Hat?€»-D (X, Zp) 
其 中 p > 2 是 素数 , Zp 为 mod p 整数 加 群 . 与 此 相关 联 的 还 有 Pontrjagin 平方 运算 
Bo: H3(X, Zoar) — H«(X, Zok+1) 
和 由 Thomas! 得 到 的 在 奇 素数 p 的 推广 
Bp: H4(X, Zp) — H?4(X, Zpe+1) 

我 们 将 在 1.3 节 中 介绍 Sé M P 的 构造 及 一 些 性 质 , 而 Bo 和 B, 的 构造 则 是 类 
似 的 . 

显然 , 许多 运算 将 可 以 由 以 上 运算 作 各 种 不 同 的 组 合 而 得 到 , 例如 B,(Ptu U 
Pi(u+w)) 是 三 个 变量 u,v,w 的 上 同调 运算 . 因此 , 我 们 称 以 上 的 运算 为 最 基本 的 
上 同调 运算 . 

定义 1.1.1 (gq,7;G, G^) 型 (一 个 变量 的 ) 上 同调 运算 全 是 两 个 上 同调 孙子 之 
间 的 目 然 变换 

T(X): H9(X,G) ^ H"(X,G’) 

右 对 任意 空间 X M yn, yo € H*(X,G),T(yi + y2) = T(yi) + T(y2), 则 称 了 为 可 加 上 
同调 运算 . 次 数 g 的 稳定 上 同调 运算 T= {7T"} 是 一 序列 上 同调 运算 T"(X): H^(X, 
G) > H"*3(X,G) {E TH! . o = o T”, HA o: H"(X,G) — H"*!(9X,G) AMA 
锥 同 构 . 
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以 后 我 们 将 看 到 Steenrod 平方 运算 Sq’ 是 次 数 i 的 稳定 上 同调 运算 . 

定义 1.1.2 RHE k+1 个 非 负 整数 gq1,q2,…,gx,7 和 十 1 个 系数 群 
G1 G2,… Gk: C! 并 且 对 每 个 空间 X 和 元 u; € H9(X,G;) (i = 1,2,…,k), T OY 
一 个 元 T (u1,u5,---,ux) EH"(X,G') 而 且 对 任 一 映射 f:Y — X, 有 


f°T(ui, u2,:::, ur) = T(f*ui,:--, f* Uk) 


则 称 工 是 天 个 变量 的 (m, qon Gu Gr, G) 型 上 同调 运算 . 以 上 定义 的 工 实 
际 上 是 冰 子 H%( 一 , Gi) 的 笛 卡 儿 乘积 到 林子 H(G) W HREH. 
卡 积 征 两 个 变量 的 上 同调 运算 的 例子 , 它 是 双 线 性 的 , 即 是 可 加 的 . 加 法 也 是 两 
个 变量 的 上 同调 运算 , 但 不 是 双 线 性 的 , 即 不 是 可 加 的 . 
定义 1.1.3 大 了 T 是 如 上 所 述 的 个 变量 上 同调 运算 , T 是 1 个 变量 上 同调 
运算 使 其 取 值 浮子 为 H” (7,61), M 
T(Ti(v1, ZEE v), u2,'**, Uk) 


RAT ST 的 合成 . 可 见 上 同调 运算 的 合成 是 以 自然 的 方式 定义 的 . 
定义 1.1.4 在 了 是 如 上 所 述 的 天 个 变量 上 同调 运算 , MA gq1 = gq2, Gi = Go, 
则 由 以 下 方式 得 到 的 一 1 个 变量 上 同调 运算 


T'(ui, u2,'** , Uk—1) 一 T (u1,u1, u2,'** ; Uk—1) 


æ 


叫做 了 的 限制 . 
定义 1.1.5 一族 上 同调 运算 叫做 生成 所 有 运算 , 若 任意 上 同调 运算 都 可 由 族 
中 上 同调 运算 经 过 有 限 次 合成 和 限制 而 得 到 . 族 中 的 上 同调 运算 就 称 为 生成 元 . 
我 们 将 在 1.5 节 分 别 对 不 同 的 q,7, G,G' 确定 所 有 (a,r; G,G’) 型 上 同调 运算 
Olq, r; G, G') 的 生成 元 . 


1.2 Eilenberg-Maclane 空间 和 上 同调 运算 


定义 1.2.1 BAK n > 0 和 Abel HG, CW BH K(G,n) 叫做 (G,n) 型 
的 Eilenberg-Maclane 空间 , 如 果 


G, “4r=n 


(KG) - | 0 wren 


对 n= 1, G 可 以 是 非 Abel f£. 对 n= 0, AA mo(K(G,n)) 和 G 一 一 对 应 , 因此 可 
以 看 成 K(G,n) = G 具有 离散 拓扑 . 

定理 1.2.2 (a) Xfn>1 ff Abel f£ G, CW BH K(G,n) FE Cán —1,G 
可 以 是 非 Abel BP). : 


1.2 Eilenberg-Maclane 空间 和 上 同调 运算 -3- 
ene 


(b) zr 8:G — HAREM, W 为 空间 使 zr(W) = H (4 r= n), 1. (W) =0( 当 
r>n), 则 存在 映射 f: K(G,m) > W fi& fr: nn (K(G,n)) 一 T4 (W) 为 同 构 . 

证 (a) HX G = F/R, FISH BRE R ATH, OX = V Sa» 对 F 的 每 个 生 
成 元 o, 对 应 X 中 一 个 SP. Wig: S2 X 为 内 射 , 作 0 下 一 mm(X) 使 ga) = [is], 
则 0 为 同 构 . 因为 R 也 是 自由 群 , 对 RR 的 每 个 生成 元 y, 令 02:9? 5 X H O(y) 的 
RÆ, 令 You = X Use CS", 其 中 用 dn 粘贴 m + 1 HEUTE CS” 是 对 每 个 生成 元 
y € R. 因此 Yny 是 CW RE, 而 且 当 0<r<n, m-(Ynsi) = 0, 这 是 因为 Yny 没 
有 0<r<n 维 胞 腔 . 考虑 以 下 恰当 序列 图 形 


On i. : 
Tn+1(Ynt1, X) 一 人 Tn(X) 一 Tn(Yn+1) 一 Tn(Yn41,X) 


= | Px 
T+1(Yn+1/X ) 
、 l 
Tr+1(V S71) 
=| 
R — F 一 一 G — 0 


因为 0,[g5 ] = [65], 其 中 gy: (E S") — (Yny, X) A n+ 1 BEA CS" 的 特 
征 映射 , 因此 上 述 图 形 可 换 , 从 而 ms (Ys) X GOERS (Yai, X) 是 连通 的 ). 

下 面 将 Yny 再 粘贴 更 高 维 的 胞 腔 以 便 消 掉 tm (Yn41) 的 非 零 元 素 . 设 当 mm > 
有 十 1 时, 已 有 CW 复 形 Ym D Yu, 使 t(Ynti) S tn(Ym) & G, t(Ym) =0(n < 
r < om). Ws (Ys) 的 生成 元 组 为 (oen, 令 OP: 59 > Ym 为 的 代表 , 作 
Ym+1 = Ym Uo», CSR (对 每 个 生成 元 b), 有 恰当 序列 


Ox i. 
"t3 Tm+1(Ym+41; Ym) —> Tm(Ym) —> Tm(Ym+1) 一 Tm (Ym4; Ym) = 0 


因为 OL fg") = [og], 其 中 fg (EH, Sm) 一 (Ymy, Ym) 为 m + 1 维 胞 腔 
CS8 的 特征 映射 , 因此 0. 满 , 从 而 tm (Ys) = 0. 类 似 地 可 以 证 明 0 = T, (Ym) S 


Tr(Ym41) (4 n « r « m), 完成 了 归纳 法 . 令 Y = l Yms RAFN, 则 
m2n+ 
G, “4r=n 
Tr(Y) = Tr(zr+l) | 0 — Mrn 


(b) ii Y = K(G,n) 如 上 所 构造 . 因此 Y 的 n 维 架 Y" = V S2, AR iaS? 一 
Y^ c Y 的 同 伦 类 [is] 是 G 的 生成 元 , > fz:52 — WH olia] 的 代表 ,定义 
FY” ^ W 为 flo: = fo, WPA AR: 
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Tn4i(Y,Y")— mY") 一 ™m(Y) 0 


|= 
[cf G 
le 
™m™(W) S H 


W f:Y" —^—W(mzmn-c1) OM, f (flyn) — ó WER. zz h: S” —5 Y" AY 
的 m 十 1 维 胞 腔 ent! 的 特征 映射 , 则 (fly™)«[h] € mm(W) = 0, f AP SRE] m4 1 
维 胞 腔 e+, 从 而 可 扩张 到 YT", 使 (flysa), = Q: nn (Yt) 2 mn(W). 因此 ， 
类 似 于 (a) 中 的 作法 , 存在 映射 f:Y — W 使 = dim (Y) 一 nW). 证 毕 . 

注 由 以 上 证 明 可 以 得 出 KG, n) 在 同 伦 等 价 意义 下 唯一 . E-M 空间 的 例子 有 
K(Z,1) = St; K(Zo,1) = RP™, 实 无 穷 维 射影 空间 ; K(Z,2) = CP”, 复 无 穷 维 射 
mH. K(Zm,1) = L?*(m), 无 穷 维 透 镜 空 间 . 

推论 1.2.3 ”存在 弱 同 伦 等 价 cl: K(G,n) 9 QK(G,n+1).. 

证 由 文献 [3] 

x, (QK(G,n + 1)) & r4 (K(G,n + 1)) = | ` in 
因此 由 定理 1.2.2 (b), 存在 映射 e: K(G,n) 一 QK(G,n +1) fi €, 导出 同 伦 群 之 间 
的 同 构 . 证 毕 . 

5| 理 1.2.4 Zi X ACW RH, f: X o Y 为 弱 同 伦 等 价 而 Y 为 五 空间, 则 
FE X 的 五 空间 结构 使 f AHAN. 更 进一步 ,若是 互 群 , 则 X he H BE. 

证 XxX thE CW &JÉ. WE ui Y xY Y Og Y WA BARE, Wu] [u(fxf)] € 
[X x X,Y]. 由 Whitehead 定理 , 弱 同 伦 等 价 f 导出 一 一 对 应 


far [X x X, X] > [X x X,Y] 


PACE ERR A: Xx X — X fii fA u(f xf). Bia X XxX AAW (a = 1,2), 
则 
fria = u(f x flia = uiaf c f 

从 而 Mg MI,AXxXX OX RH BARE. 更 进一步 , AY 是 五 群 ,可 证 入 满足 
相应 条 件 使 得 RH BÉ WERE. 

定理 1.2.5 K(G,n) 有 五 空间 结构 , 且 对 任 一 CW 复 形 X, [X;K(G,n)] 是 
群 , 而 且 是 Abel f£. 

证 由 推论 1.2.3 和 引 理 1.2.4 得 出 K(G,n) A H 空间 结构 , 且 有 弱 同 伦 等 价 
Qe e: K(G,n) 一 Q^ K(G,n + 2), 因此 [X; K(G,n)] S [X, Q? K (G, n + 2)] 是 
Abel 群 ( 见 文献 [3]). 
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定理 1.2.6 ”对 任意 CW SH X, 存在 同 构 
ó: [X; K(G,n)] = H"(X,G) 
其 中 olf] = f*(un), un € H"(K(G,n),G) 为 唯一 生成 元 , 它 对 应 于 Hurewicz 同 构 
Èn : T4 (K(G,n)) > Hn(K(G,n)) 的 逆 , 称 为 基本 上 同调 类 . 

证 因为 K(G,n) H ZN, 因此 是 m 单 式 , 对 所 有 m > 1, 从 而 LX, zo; K(G, 
n),*] = [X, K(G,n)] ( 见 文献 [3] 定理 7.2.6~7.2.7), MHÁ n > 1, H"(X,G) = 
H"(X,G), 因此 下 面 只 需 证 明 d: |X, xo; K(G,n),*] & H^(X,G). Wt X = s" (r 2 1), 
则 以 上 同 构 显 然 成 立 , 因此 对 X = V Sz 也 成 立 . 因为 区 的 1 维 架 X! = V SL, 因此 
对 X? RL, OREX XT 成 立 , 考虑 以 下 恰当 序列 的 可 换 图 形 ( 记 K(G,n) = 
K) 

—[X"LK| -—[X^,K] —[Xr/xr-1, kK] — [SX"-!, K] 
| 
| [X”-1,QK| 


—[X"5,K] —[X,K|] -—lVSLK]e-[X"-!, K(G,n - 1)] 

=| ¢ eI 19 =| ¢ =| ¢ 

so H^(X771,G8) — H"(X",G)— H"(V S2,G) — H^-1(xr-1,G) 
其 中 上 横行 为 X — X" o X" Ui CX"-! e xr/X7- 导出 的 Puppe 恰当 序列 
( 见 文献 [3]), 而 下 横行 为 (X7, X7) 的 系数 群 为 G 的 上 同调 群 恰当 序列 . 由 五 项 
引 理 , $ 对 X" 是 同 构 . 若 X 是 无 限 维 CW 复 形 , 因为 H^(X,G) 只 和 X" 有 关 ， 
而 任 映 射 f: XH 一 K 总 可 以 扩张 到 X(ULzEXS 1.2.2(b)), 因此 o 对 X 也 是 同 构 . 
证 毕 . 

定理 1.2.7 XTY To Tug 定义 了 所 有 Olg, r; G,G') 型 上 同调 运算 和 万 (K(G, 
q),G") 的 同 构 . 

证 先 考虑 CW 复 形 的 范畴 . w Y = K(G,q), 对 任意 we H'(Y,G) 和 任意 
CW 复 形 X,v € H%(X,G), 由 定理 1.2.6, 存在 映射 f:X 一 了 使 fug = vw, 定义 
上 同调 运算 T:H*(X,G) > H"(X,G'), 使 Tv = ftw. # g:X' 一 X 为 映射 , 则 
fg: X' ^ Y fi (fg)*u, = g*v, 因此 

Tg*v = (fg)*w = g* f*w = g*Tv 
从 而 T € O(g,7;G,G'), 而 通过 选择 v = ug, f = 1, 可 知 Tug, = w， 从 而 对 应 
T +> Tug 是 满 的 . Æ T,T' € O(g,7;G,G') f& Tu, = T'u,, 如 同上 述 , f: X — Y 为 映 
射 使 f*ug = ve HY(X,G), il 
Iv —Tf*u,-—f'Tu, = f*T'u, = T'f*u, = T'v 
Mitt T = T", 对 应 是 单 的 . 
若 生 是 任意 拓扑 空间 , 利用 J.B. Giever 的 结果 ; X 的 奇异 复 形 S(X) 有 几何 
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实现 P(X), 即 存在 单纯 复 形 P(X) 使 H*(P(X),G) 自然 同 构 于 Hx(S(X),G), 因此 
定理 得 证 . 证 毕 . 

以 上 关于 一 个 变量 的 上 同调 运算 的 结果 ,可 直接 推广 到 个 变量 的 情况 设 
Y; = K(Gi,u) (i 2 1,2,---,k), Y = Yi x Yax- x Ya, GY o 为 投射 , ui € 
HY (Y;, Gi) 为 基本 上 同调 类 . 

定理 1.2.8 H T € O(qu d, do 7561, 5, Ge, G) 到 TGfu1, uo; ,OX 
uk) € H'(Y, G^) 的 对 应 定义 了 O(q1, 42,7: de 751,77, Gi G’) 与 H" (Y, G^) 之 间 
的 同 构 . 

证 3E XX CW 复 形 , v € H%(X,Gi), 则 存在 映射 fi: X — Yi, 使 fu = vi, 
4 f:X ^Y 为 映射 使 o;f = fi. WT,T' € O Ñ 

T (iui, ógux) = TT (iu, >, Opus) 

则 


T(vi,:::, vk) T(ftui,-- s, feux) 
=T(f*djur,::-,f* our) = f'T(ótui,---, óxux) 
= f*T'(ótui,---, okuk) = T'(v1, ++, vx) 


即 T = T", 对 应 是 单 的 . 另外 , 任意 w € H'(Y,G^), 则 可 定义 T(v1,---, ue) = f*w, 
从 而 有 Totu, okuk) = w, 对 应 是 满 的 . 然后 再 由 CW 复 形 的 范畴 推广 到 拓扑 
空间 的 范畴 . 证 毕 . 


1.3 Steenrod 平方 运算 So’ 的 构造 


本 节 中 我 们 将 给 出 重要 的 上 同调 运算 — Steenrod 平方 运算 Sq’ 的 构造 . 这 
是 稳定 上 同调 运算 . 以 下 是 本 市 主要 定理 . 

定理 1.3.1 存在 上 同调 运算 

Sq: H"(X, A, Z2) 一 H"**(X, A, Zə) (n 之 0) 

满足 : 

(a) Sq? — 1. 

(b) Sg! 是 联系 于 系数 群 的 恰当 序列 0 —> Zo > Z Z2 50 的 Bockstein [nl 

(c) @ x € H"(X, A, Z2), 则 Sga = x^, RF r? WERI tUr. 

(d) Zr LE 万 "(X A, Z2), pu 


Sq'z = 0, “4i>n 
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(e) 059 = Sats, 其 中 0: H"^1(A, Z2) 一 H"(X, A, Z2) 为 空间 偶 (X, A) 上 同 
调 恰当 序列 的 连接 同 态 . 
(f) Cantan 公式 


Sq'(zy) = >》 (Sqx)(Sa*y) 
jtk-i 


(g) Adem 关系 
| 


Sg Sg = 5 (1,7)9g^t*73894, 当 0<a<2b 


a 


tole 
| 


j=0 


Sér 实质 上 是 缩减 寡 z Ui x, (E4 i= n Af rU r= rur = r, 我们 将 先 在 上 
链 群 中 来 构造 缩减 卡 积 cU; d, 然后 再 过 渡 到 上 同调 类 . 我 们 将 用 到 同调 论 中 都 有 
投 述 的 零 调 模 型 定理 1.3.3. 

定义 1.3.2” 设 工 为 拓扑 空间 范畴 , C 为 链 复 形 范畴 . M = {Ann > 0}, 其 中 
An 是 n 维 标准 单 形 ，M 称 为 模型 . F,G:T — C HAMARAT, C 称 为 在 模型 M 上 
FW, 若 对 任意 拓扑 空间 X € T, H.(G(X)) = 0(n > 0). F 称 为 在 模型 M 上 自由 ， 
AXR XET, 

{ F(F)(6n) € F(X)| BRA f:An >X, n o} 

是 F(X) 的 基 , 其 中 ôn € F(An), 而 F(f): F(An) > F(X) 是 由 映射 f: A, — X S 
出 的 链 映射 

定理 1.3.3( 零 调 模 型 定理 ) Wb F,G:T 一 C 为 两 个 函 子 使 G 在 模型 M RH, 
FEM 上 自由 , 则 对 任 铸 eT 和 给 定 的 自然 同 态 d: Ho(F(X)) > Ho(G(X)), 存在 
自然 链 映射 by: F(X) > G(X) 使 下 图 可 换 ， 

> EX) 5$ F(X) > P(X) > Ho(F(X)) 
l Ja lt [e 
一 Ga(X) 5 Gi(X) > Go(X) > Ho(G(X)) 

ME by 在 链 同 伦 意义 下 唯一 . 

Bt X 为 拓扑 空间 , (X) = USn(X) 为 X 的 奇异 复 形 , BIS, (X) = {所 有 映射 
f: An > X) 生成 的 自由 Abel BÉ, 并 且 有 微分 d: $,(X) > 5%_1(X) 使 d? = 0. 设 
T:S,(X) 8 S.(X) 一 S,(X) @ S,(X) 定义 为 T(z &y) = (-1Phely@z), 叫做 交换 

命题 1.3.4 ”存在 次 数 j, 7 > 0 的 自然 同 态 Dj: SX) 一 S.(X)&S.(X) 使 

(1) Do 是 链 映射 , 且 导 出 对 角 同 态 Ho(X) — Ho(X) @ M(X). 


8. 第 1 章 “上 同调 运算 


(2) dD; + (—1) +! Djd = Dj;_1 + (-1))TD,_1, j > 0. 
EG (Dj {Dj} 为 两 个 这 样 的 序列 , 则 存在 自然 同 态 Ej: SX)  S.(X)@S.(X) (次 
数 j, j > 0), 使 
(3) Eo = 0. 
(4) dEj41 + (-1) Ejj1d = —E; + (C17 * TE; + Dj — D}. 
证 x R-Z[]/(t^ —1), PRAM Z 上 的 多 项 式 环 模 (如 一 1) 生成 的 理想 . R 
是 具有 单位 元 的 环 . 设 C 为 环 R EERE, T 为 拓扑 空间 范畴 . 设 Wi 为 一 个 
母 元 wx WA RF (k > 0), W = » Wi 为 链 复 形 , 其 微分 d: Wy 一 Wp-1 定义 
" 
d(w,))-[-(-1"qw.i,  k21 
MEJ € 为 e(1) = e(t) = 1. 
考虑 函 子 FGT 一 C 定义 为 
F(X) = Wy @ S.(X) (t(w & u) =tw @u) 
G(X) = S,(X)& S(X) (t(u&u) -T(u&wu)) 
容易 看 出 , F 在 模型 M = (^4,n20) LB, G EM 上 零 调 (由 Künneth AX, 
并 注意 到 S. 以 R ARKA), 因此 由 零 调 模型 定理 , EE oy: F(X) 一 G(X) 
导出 对 角 同 态 


^ Dj(a) = $(w; &a), a € S,(X), W ( 1 ) 成立 . 由 少 是 链 映 射 ， 


dD;(a) + (—1)?** Djd(a). 
= ód(w; & a) + (-1) *1 é(w; & da) 
= 9(dw; & a) + (—1)7¢(w; & da) + (-1)/*! ó(w; & da) 
= $(wj-1 Qa) + (71) ó(tw;- 8 a) 
= Dj. 1(a) + (C1) TD; (a) (Hit(u g&u) = T(u & u)) 


因此 (2) RE. 若 有 这 样 两 个 序列 {Dj}, {Dj}, 从 而 存在 两 个 链 映射 o, 9: F(X) 
> G(X), 都 导出 对 角 同 态 , 则 由 定理 1.3.3, 存在 链 同 伦 Vo: Fy(X) 一 Goa (X) 使 
- dW, 十 Y,d = po — Pq 
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4 E;(a) = V(w;-1 8a), j > 1, AM Eo = 0, (3), (4) 成 立 . WEH. 
定义 1.3.5 ik 
D::Hom(S.(X) & S.(X),Z) ^ Hom(S.(X), Z) 
为 D; 的 对 偶 , 对 c € Hom(S4(X),Z) WR d € Hom(Sm(X), Z), Wl cede 
Hom((S.(X) & S.(X))ntm,Z), € cU; d = Dt(c& d) e Hom(Snim_i(X), Z) 称 
为 c 和 4 的 卡 i 乘积 . 
命题 1.3.6 (1) 对 任意 映射 f:Y 一 X, ede S*(XX) 有 f#(cUid) = f#cUif#d. 
(2) 6(cUic’) = (—1)*ócUj e + (-1)**"eU; be’ — (—1)*eU; 1 e' — (-1)"™ ee U; 1 c, 
其 中 ce 5"(X), d e S™(X), 0 是 S*(X) 的 微分 . 
(3) (cl + c2) Ui (dy + d2) = cy Ui dy + c1 Ui do + C2 U; dy + ca Ui do. 
证 (1) 是 显然 的 . 
(2) ô(c U; c')(a) = Di(c® c')(da) = (c 8 c’) (Dida) 
= c&c'[(—1)*dDja — (—1)*D;_1a — T Dj] 
= (-1)*é(e& e)(Dia) — (-1) (e 8 e)(Di-1a) — (-1)"" (c & e)(Di-1a) 
= [(-1)'óc & e + (-1)*"e& ée'](Dia) — (71) (e& e") + (-1)""c'& 
c|(Di_1a) 
= [(—1)*6c U; d + (-1)***eUj óc' — (—1)*e Ui d — (—1)"™e' Ui_1 c(a). 
(3) 由 卡 i 乘积 定义 的 线性 性 得 出 . 证 毕 . 
定义 1.3.7 Sq: S"(X) 一 S" *(X) 为 


sioi x in 


命题 1.3.8 (1) f*Sq'c=Sq' fre. 

Æ A EX 0 mod 2, 其 中 A c X, Wl Sg*c thE A _EX 0 mod 2. 
c = 0(mod 2), 则 óSg*c = O(mod 2). 

= ód(mod 2), 则 


me ng os 


Sge = ó|[d Ui c + dUn_i—1 d|(mod 2)(i < n) 
(5) Æ dc, = dcg = 0 (mod 2), 则 
Sg (cı + c3) = Sq'c, + sq’ce + ó(c1 Un—i41 C2) (mod 2) 


证 (1), (2) 是 显然 的 . 

(3) 6Sg'c= ó(c Un—i c) = OC Un—j € + cU Li óc + 2C Us 1; € = 0 (mod 2). 

(4) 6ld Un_; c+ dU, i-1 d] = ôd Un—i c+ d Un_; óc + d Un—i—1 € + C Un-i-1 
d+ ód Un—j—1 d + dUs i 16d + 2d U4 i 2 d = CUn_; € = Sq'c(mod 2) 
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(5) glcl Unit1 C2] = 6c1 Un—i+1 Co + C1 Un—i+1 002 + €1 Usi Co + C2 Us 61 = 
C1 Un—i C2 + €2 Un; cl (mod 2). 因此 Sq'(ei + c2) = (e + c2) Usi (ci + C2) = 
C1 Uni C1 +. €1 Un —i C2 +€2 Un Li C1 +62 Un—i cg = Sq’ei + Sq c2 +6(C1 Un—i41 €2) (mod 2). 
证 毕 . 

由 以 上 结论 看 出 ，54: 将 上 循环 c 变 成 上 循环 Séi, 将 上 边缘 c 变 成 上 边缘 
Sg'c, 而 且 具 有 自然 性 , 因此 可 以 定义 上 同调 运算 

Sg: H"(X, A, Z3) — H"**(X, A, Z3) 
为 Sq'{c} = {Sac}, 而 且 由 命题 1.3.8(5) 可 知 Sq’ 是 同 态 . Sq! 的 定义 与 (D) 的 选 
择 无 关 , 因为 由 {D;} 和 (D^) 定义 的 Sa 和 Sq", 有 
0= (cQ c)|dE, i11 + Es iiid + E, 4 TES 44 Dni 
十 Dr i](a) 
= (c& c)|En iid + Ds-i + D; il(a) 
= [Sge + Sq’ c+ 6E, i,1(e& O| (a) (mod 2) 

因此 (Sec) = (Sa! c) 是 同一 个 上 同调 类 . 下 面 只 要 证 明 Sgi 满足 定理 1.3.1 的 性 
质 . 

定理 1.3.1 的 证 明 (d) 由 定义 是 显然 的 , 下 面 证 明 (c). H Eilenberg-Zilber 
EM, p: S(X x Y) 一 S(X) 8 SY) 是 链 等 价 . Wb AX 一 X x 为 对 角 映 射 
则 命题 1.3.4 中 Do 和 p- Ay: S(X) 一 S(X) @ S(X) 都 导出 对 角 同 态 H(X) 一 
Ho(X) & Ho(X), 因此 有 链 同 伦 Do ~ p- Ax. KH x = (c) € H"(X, A, Z2), I 

Sqr {c} = (cuo c) = D$((ce 0) 
= A*p ((c& oO} = (e) U (e) = a? 
下 面 证 明 (e). 
注意 到 5 是 这 样 定义 的 ， 
0 一 S"-!(X, A, Z2) ^ S^-(X, Z2) 55 S"-(A, Z2) 0 

Xt S"-1(A, Zo) 的 上 循环 ce 有 de S" (X, Za) fii id = c, Tli ifód = ói*d = óc = 0, 
因此 dd € S"(X,A,Z;). 而 ó(c) = {Sd}. Wb d = dU, 6d - dU, a d, M 
i*d' = ifd Uni ifód + t#d Un_i_1 i#d = cU, 44 c (mod 2), 因此 


ôS {e} — d{c Un—ij-1 c} = (ód' } 
= {dd Un—; 6d} = Sq'(ód } 
= Sq*ó(c) (mod 2) 
下 面 证 明 (b) 和 (e) 中 特殊 情形 : Sq! Sg” = Sgt 和 Sq SH =0. 


设 8:H" !(—,25) 一 H"(—,Z3) 为 联系 于 0 一 2Z2 om 一 2 一 0 的 
Bockstein 运算 , ^ 
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[L i 
S(j) -f 0 58 
我 们 证 明 BSG = S(5)Sq?*, 由 此 加 上 (a) 可 得 (b) 和 (g). 设 {c} € 五 ” (X, A, 
Z2), 因此 有 d € 3S"-1(X,4, Z4) 使 y*(d) = c, Ami y#6d = by*(d) = óc = 0, 得 出 
ôd = aË d = 2c, d € S"(X,A,Z2), 而 8(c) = {ce}. 但 是 Sg? (c) = {cUn_j-1 C}, 
其 中 5c = 2b, b € S"(X, A, Z), 
ó(c Un—j—1 c) = (-1)*77712bU, 5 1c 
+(—1)9-beUn—j—1 2b — (-1)^71eU4 5-20 


—(—1)*-le Un—j—2 C 


因此 BS¢q? (c) = {bUn_j—-10+CUn—j-1b+S(j)cUn—j—2c}. 而 bUn—j—1e+cUn—j-1) = 
ó(c Un—.; b) (mod 2), 因此 8Sg? (c) = S(7)Sq’** (c). 

下 面 证 明 (a). 

H*(RP?,Z2) S Z»|z|/(a?), EF x Jg H!(RP?, Z2) 的 生成 元 . 8Sq9x = Sq!z = 
z? £0, M Sgr 7 0, iij xz Jy H!(RP?, Z3) 唯一 非 零 元 , 因此 Sgr = x. & f:S' 5 
RP? 为 RP? 的 一 维 胞 腔 的 特征 映射 , 则 f*x = yi 是 H*(S*, Za) 的 生成 元 , 从 而 有 

Sqy = Sq? fta = f*Sq'z = ftr=y 
由 (e) TA o- Sq" = Sq” - o, 其 中 o: H"(X) 一 五 "+ (SX) 为 双 角 锥 同 构 , Ae 
Yn 为 H"(S", Z2) 的 生成 元 
Sqyn = Sq!o" yy = a" SqY = Yn 
对 任意 CW BH X, 由 Hopf 同 构 定 理 , v: [X, S^] 一 H"(X,Z), 4 dim X € n Jy 
同 构 , 因此 对 任意 x € H"(X, Z3), 有 x € H"(X,Z) 使 (zx) = z( 其 中 由 投射 
k:Z — Zo 导出 ), 而 且 存 在 映射 h: X 一 Sr iE h* (yn) = x', HP ky) = Yn, Un 为 
H"(S", Z) 的 生成 元 . 因此 
T= kT = krh" (yn) = hk. (ys) = h* (Yn) 
SPx = Sq®h* (yn) = h* Sq? yn = x 

再 由 内 射 i: XX” X 导出 单 同 态 i*: H"(X) 一 A(X"), Sq?z = x 可 推广 到 eE 
H"(X, Z3), X 是 无 限 维 CW 复 形 . 然后 类 似 于 定理 1.2.7 的 证 明 , 结论 可 推广 到 任 
意 拓扑 空间 x. 

下 面 证明 (f). | 

设 p:S(X x Y) 一 S(X)G S(Y) Jj Eilenberg -Zilber 链 等 价 . rW — W &W 
定义 为 

r(w;) = ` (—1)7*¥ w; ® tiwy 
j+k=i 
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并 把 它 R 线性 扩张 , 则 合成 

W 8 S(X xY)“S WaeweS(X)@s(v) $979 

W @ S(X) @W 8 S(Y) °X28" S(X) @ S(X) 2 S(Y) @S(Y) 

(87$. S(X) 8 S(Y) @ S(X) & S(Y) 
295 S(X x Y) & S(X x Y) 

是 一 个 导出 对 角 同 态 H(X x Y) > H(X x Y) & H(X x Y) 的 链 映射 , 故 可 看 作 
oxxy. 因为 op c 1(E-Z 链 等 价 ), 因此 对 上 循环 ce S"(X, Z3), d € S™(Y, Z2) FIDE 
环 ae Sn(X, Z2),b € Sm(Y, Z2) A c(op(a)) = c(a), TE. 


[Sg (c x d)](a x b) = [Sg (c & d)|(o(a & b)) 
= [p'(c& d) & p*(c@ d)]óx xv (Wn4m-i Q o(a & b)) 
=([c@d®c@d(p@p\(c@c\(1@T@l): 
(bx 8 dy)(1@T & 1)(r 8 p)(Wntm-i 8 o(a Q b)) 
=|c@d®c@d(l@T@1)\(ox @dy)\1@T@1l)- 
(M w; @ tw, @a@d) 
j+k=n+m-1 


= >》 (€®c®d@d)(bx &óy)(w; @a® t^w, &b) 
jtk=n+m-i 

= > [(e@e)(¢x(wj 9 a))][(d @ d) (T^óv (wx & b) 
jo k-—n-4-m-—i 

= P, (Sq""*(o)(a)(Sq"-*(d)(b) 
j+k=n+m—i 

= Y dc x Sadl(a x b) (mod 2) 
r+s=1 


因此 对 x,y € H*(X, A, Z2) 有 


Sq'(z x y) - X (Sgiz) x (Sq*y) 
jtk=i 
再 过 渡 到 卡 积 即 证 明了 (£). 
以 上 只 对 Adem 关系 (g) 的 特殊 情况 Sq15g2?i = 5929+1 和 Sgl1Sqg?i+1 二 0 作 
THER. (g) 一 般 情况 的 证 明 不 再 详 述 . 
下 面 证 明 当 z e H'(X, Z2), Sq'a* 的 简单 表示 , 这 可 应 用 到 X = RPO 的 情况 
命题 1.3.9 Æ dimz = 1, Sq'z* = (F)a*t. 


证 4 k — 0,81 1.3.1(a), (d), 结论 成 立 . 归纳 假设 对 上 一 1 已 成 立 , 则 由 Cartan 


1.3 Steenrod 平方 运算 Sq’ 的 构造 . 13. 


公式 


Sq'z* = S (x a^ 1) = Sq?zSq'z" + 


+ Sqlzgqi la^! = (t - ) n i 一 ) gkti = (jar 
a i—1 a 
证 毕 . 


引 理 1.3.10 ip 为 素数 ,而 a= Yap b= Y bip’ IE O< aibi < p, W 
1—0 1—0 
b rr [bi 
(2) = M) eo» 


b )- iin 


i 1-2...4 
— 0 (mod p) 


(0 « i « p) 


因此 (1+z)jp — 1 4- z? (mod p). 再 由 归纳 法 , 可 得 (1+ x)? = 1+” (mod p), 因此 


(142) = (1 z)E >" = T[Q x) 
?一 0 


= oer - lx S 


因为 在 (1 + z)z 的 二 项 展开 式 中 ze = r7 77 WRB C), 与 上 述 式 子 比较 , 即 得 
出 引 理 的 结论 . 证 毕 . 
命题 1.3.11 # dimu — 1, Bil 


uz", A i= 
Sq*( Qk EN ` . k 
q'(u*)-—«4 0, 34 2 0,2 

ur 当 i=2* 


证 由 命题 1.3.9 和 引 理 1.3.10 得 出 . 证 毕 . 
下 面 我 们 叙述 定理 1.3.1 中 的 Steenrod 运算 Sé FE p > 2 的 推广 , BN Steenrod 
(SRE RP! H^ (X Zp) HH"+2(o-D)(X,2,) 的 存在 性 
定理 1.3.12 设 p 为 奇 素数 ， 
6: H”(X, Zp) > H”+(X, Zp) 
为 联系 于 恰当 序列 0 一 Zp 一 Zp 一 Zp > 0 的 Bockstein 运算 , 则 存在 稳定 上 同调 
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Pt: H"(X,Z,) > H"*9"e"O(X.Z) (n>0,i>0) 


(a) P9 = 1. 
(b) Æ dim x = 2i, Piz = zx. 
(c) Æ dimz < 2i, Pix = 0. 
(d) Cartan 公式 : P*(xy) = 5 (Piz)(P*y). 
jt 
(e) Adem KA: Æ a < pb, I 
[5] 
Pa Pb — >》 (-1)°t (V m 1)(b m t) m ) patb—t pt 
全 a — pt 
# a « b, Wil 


[5] 


PBP? — >》 (=1) H (° 7 1)(b m ? Bprt—t pt 


o a — pt 
[*] 
ea (0 02) -I paniap 
+ DD ( D 8 


Cartan 公式 和 P(x x y) = p2 (P?z) x (P*y) 等 价 , 另外 Pi 是 稳定 上 同调 运 
j+k=i 
算 , Bl P' 和 
c: H"(X, Zp) > H^ (8X, Zp) 
或 者 和 
6: H"-1(A, Zp) — H"(X, A, Zp) 
可 交换 . 

证 p>2 人 情况 下 的 P* 和 p=2 情况 下 的 Sgi 构造 的 方法 不 完全 相同 . 但 由 于 
P* 的 构造 叙述 起 来 较 长 , 因此 下 面 只 提出 其 构造 的 基本 思路 ( 见 文献 [7]). 

Rp 为 奇 素数 . SO 为 复 欧 式 空间 Ce 中 单位 球 , 7: 5% 一 SO 定义 为 (29,21, 
Za) = (e? 2,e? 21,6 P zo.) 则 r 生成 一 个 p 阶 循环 群 LL 而 II 作用 在 S^ 
E, 轨迹 空间 S/T = L%(p) 是 透镜 空间 .Fee 在 每 个 维 数 k 恰 有 一 个 维 胞 腔 
we, 而 H¥(L™, Zp) = Zp, 以 we 为 生成 元 (BRAT k > 0) 循环 缩减 军 P 的 构造 可 归 
结 为 以 下 几 个 主要 步骤: 

(1) WK 为 CW 复 形 , 先 从 胞 腔 上 链 群 开始 , 可 以 作出 一 个 对 应 (一 般 的 不 是 


同 态 ) 
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P: H4(K, Zp) > H?*(L*? x K?, Zp) 
使 Pu 恰好 是 p BMA uxux::-xu, Hue HYK, Zp), K°=Kx::-xK, 
而 j:Cg(K?) 一 „2, rE) & C,(K?) 是 胞 腔 链 群 之 间 的 链 映射 使 7(z) = wo @ 2, 
其 中 wo 为 L?? 的 0 维 胞 腔 . 

(2) Wt d: K 一 K? 为 对 角 上 映射 , d 导出 d*: H*(L© x K?, Zp) > H3(L*? x K, Zp), 
HH Künneth 公式 , 存在 对 应 Dx: H9(K, Zp) 一 H?I-*(K, Zp) 使 d*pu = 2 Wk x 
Dyu, 其 中 u € HK, Zp), 而 we € H*(L©, Zp). 

(3) 可 以 证 明 Di JEAX, Dou = uP, Deu = 0 (4 k > (p — 1)q), Di 149 = 
(-1)™*F (m fa -u, 其 中 = P. 

(4) & Pi = (1 * **£? (mt) Di, 2501: HIK, Zp) ^ Hv*?»-0(K, 

Zp), 则 本 定理 的 (a), (b), (c) 得 证 . 再 证 明 Cartan 公式 (d) 和 Adem 关系 (e). 


1.4 上 同调 代数 H'(K(G,n), Z2) 的 决定 


H*(K(G,n), Z2) ER 22 上 的 向 量 空间 , 在 卡 积 下 构成 一 个 代数 . 在 1.2 市 已 
知 H'(K(G,n), Z2) 和 上 同调 运算 O(n, r; G, Z2) 有 一 一 对 应 关系 , 因此 上 同调 代数 
H*(K(G,n), Z2) 的 计算 很 重要 .本 书 将 先 从 G = Za, Z, Zw (m = 2*) 开始 , 然后 
过 渡 到 一 般 有 限 生成 Abel BÉ G 来 决定 H*(K(G,n), Z2) 的 结构 . 这 方面 的 结果 由 
J.P.Serre 9l (uy; J.F.Adams 上 加) 给 出 , 主要 用 到 关于 纤维 化 的 Borel 定理 . 

定义 1.4.1 HAH R ERR, 元 xz1,72,…,zn,"… € A 叫做 A 的 生成 
元 简单 系 , 如 果 所 有 单项 式 of ay -esm (e =0 或 1,m 2 0) Hm AW R 3. 

例 1.4.2 设 Rir] 是 以 z 为 生成 元 的 R 上 多 项 式 代数 , JUI, 2x2,…,z? ,… 是 
Riz] 的 生成 元 简单 系 , 外 代数 五 zt zz,…]( 即 有 27 = 0) FP, zx1, 7x2,… 是 它 的 生成 
元 简单 系 . 

设 p E B 是 纤维 为 F 的 纤维 映射 ,并且 五 是 可 缩 空间 , 则 以 下 合成 

H^(B;G) = H"(B,bo,G) 5 H"(E,F,G) & Hn-1(F,G) 
记 为 o: H^(B,G) 一 H"-(F,G) 叫做 上 同调 双 角 锥 同 态 . 

定理 1.4.3 (Bore) HF > E 5> BASLE E HAAZ], bi, bo,--- 
€ H*(B, R) 满足 : 

(1) 对 每 个 n, 只 有 有 限 个 b; € H"(B, R). 

(2) &'(b1),0'(b2),--- 是 H*(F, R) 的 生成 元 简单 系 , M 
H* (B, R) € R[bi, ba,---], 即 以 bi, bo,--- 为 生成 元 的 R ESTARA. 

我 们 省 略 这 个 定理 的 证 明 , 它 主要 运用 Serre 谱 序 列 , 见 文献 [9]. 
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定义 1.4.4 WI = (ri r2, rx) 为 非 负 整数 序列 , 若 re > lri > 2ri( 当 
| < i < k), 称 了 为 可 许 序 列 . 令 Sq! = Sg Sg- Sqr, Sg 叫 可 许 单 项 式 如 
采 了 是 可 许 序 列 . 这 时 e(I) = (ri — 2r2) + (ra — 2r3) + <+- + (re-1 — 2r) + Tk = 
ri 一 72 一 .… rk 称 为 序列 了 的 超过 量 (excess), 而 d(I) = r1 4 ra 4-4 ry 叫做 了 
的 次 数 . 显然 e(7) = 2r — d(I). Æ I= (r1,7r2,-+-, Te), J = (t1,t2,---,ts), IJ 表示 
(ri, Tk, ti, ets). 

以 下 命题 的 证 明 留 作 习 题 . 

命题 1.4.5 etd) =} 4). d(J), "b 
FFAG x € H"(X, Z2),e(1) > n, lll Slx = 0. 

定理 1.4.6 — H'(K (Zo, n), Z2) 是 以 Sql'u,, 为 生成 元 的 Zo 上 多 项 式 代数 , 其 
中 工 取 遍 所 有 可 许 序列 使 e(7) < n, un € H"(K(Za,n), Za) 为 唯一 生成 元 , 称 为 基 
本 上 同调 类 . 

证 4 n= 1, K(Z2,1) = RP”, 因此 H*(K(Z2,n), Za) = Zo|ui], 定理 显然 成 
AL. 设 定理 对 n 已 成 立 . 将 Sqiun 使 工 可 许 且 e(D) < n 排序 , 记 为 z1, x2,…. HE 
Ti € H” (K(Z2,n), Z2), 因此 qi = n + d(I), 其 中 z; = Sg!iwun. 引进 可 许 序 列 


(2 一 79， 27g, ---,q), M T 之 1 
J(q,r) — | 


0, 4 r=0 
注意 到 
Ja rèli 
e(J(q, r)) m | 0, 当 r= 0 


而 d(J(q,r)) = q(2" — 1). 因为 H*(K(Za,n), Z2) 是 以 21, 22,--- 为 母 元 的 多 项 式 代 
数 , 因此 {17 |i > 1,7 > 0} 为 它 的 生成 元 简单 系 , 但 
Sq (7. — Sq? erly, 
而 且 Sq* 与 o! 可 换 , o'(un41) = un, 因此 
a (Sq! «nw, 41) — Sq” o (y, 1) — Sge un E a? 
对 纤维 化 K(Z»,n) ~ QK (Zo, n + 1) — PK(Za,n + 1) 2, K(Za,n + 1) 运用 Borel 


Sa7+ad(Dr)ru ,1 


为 母 元 的 多 项 式 代数 , 其 中 BGR TAP PE el) < n. 因为 在 J(n - d(D,r) 811 
的 连接 处 , n + d(I) > 2il( 这 是 因为 n > ell) = 2i — d(1)), 因此 J(n +d), rI T 


WF. 下 面 只 要 证 明 对 任意 可 许 序 列 I i el) =n, 了 可 写 为 
= T(n +d), r)I' 
其 中 也 可 许 使 e(7) «nmi r0. 
设 已 给 了 使 !(7) = mw r 是 第 一 个 使 i > iry, WT = Jr)7 其 中 了 = 
(ioi, sd), 显然 7 > 1, 因此 
n = e(I) =e(J(ir,r)) — d(T’) 
= i, — d(T) > Lipsy — d(T’) = e(I) 
Tj i, =n+d(I'). WEH. 


£j 1.4.7 H*(K(Z25,1), Z2) = Z2|u1], H*(K (Zo, 2), Z2) = Z2[u2, Sq!us, >, 
Sq" Sq” ++ Sq'us,-- ], H*(K (Za, 3), Za) 是 以 下 为 生成 元 


us, Sus, ey Sq" Sq?” , +++ Sq?us, 
Sq'u3, Sq°Sq'us, e Se? Sq?" ^ ,..., Sq? Sq'ua, 
Sq? .Sq* ,， mE Sq’*Sq'us, tty 


9k-1 


Sq +2"... gg? +1902 ^ .... Sg? Sq ua, -- 
的 多 项 式 代 数 . 

定理 1.4.8 4n>2, H*(K(Z,n), Z2) Æ Sq un 为 生成 元 的 多 项 式 代 数 , 其 
中 了 取 遍 所 有 可 许 序列 了 = (i1,---, ip) 使 e( 门 <n Hi, > 1. un € H"((K(Z,n), Z2) 
为 基本 类 . 

证 K(Z,2) = CP^, 因此 H*(K(Z,2), Z2) = Zoluel, i I = (i1,…,iy) 使 
e(I) <2 和 i > 1 RABE I = 0, 定理 成 立 . 以 下 的 归纳 法 和 1.4.7 中 完全 类 似 . 证 
毕 . 

设 m = 2} h > 2, 联系 于 恰当 序列 0 — Z2 > Zn 一 Zon 一 0 的 Bockstein 
运算 By: H"(K(Zm,n),Zm) 一 H"*"(K(Zm,n), Z2), 4 Un4i = baluh), 其 中 Un € 
H"(K(Zm,), Zm) 为 基本 上 同调 类 . 设 un € H"(K(Zm, 1), Z2) 为 唯一 生成 元 , 记 


vn+1 = Sq! (un), 并 令 


Sq! un, “4i,>1 


S 了 Un) 一 . . . 
A ) | Sq Sq ... Sq'-1Sq, un, M ir = 1 


其 中 了 = (i1, t2,+++, tr). 
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定理 1.4.9 4n>2, H*(K(Zm,n), Za) (m = 2 2) 是 以 Salun 为 生成 
元 的 多 项 式 代数 , 其 中 了 工 取 遍 所 有 可 许 序列 使 el) < 

证 设 S^ 为 复 欧式 空间 Ce 中 单位 球 , 令 7:5% 一 S? 为 T(z0,21,.…) = 
(e 29, 5 21,---), 因此 群 Zn 作用 于 S”, 令 L%(m) = S°/Zm 为 无 穷 维 透镜 
空间 ， 由 投射 S% 一 Ze(m) 为 泛 履 盖 映 射 , 容易 证 明 Zee(m) = K(Zm,1). 由 
G.W.Whitehead [8S], H* K (Zm, 1), Z2) S 五 [ui & Z2|v9], Bl ui 生成 的 外 代数 和 vo Œ 
me Zo 上 多 项 式 代数 的 张 量 积 , 其 中 ui € HHK(Zm,1), Z2) 为 唯一 生成 元 ， 而 

= Bh(u1) = Sq,(u1) € H?(K(Zm,1), Za), 因此 H*(K(Zm, 1), Z2) 有 以 下 生成 元 
的 简单 系 

U1, V2, U2, 03 ,..- 
但 是 , 这 等 于 
u1, v2 = Sq (u1), Sq? Sq, (ui), 3S92 --- Sq? Sq, (ui), --- 

因此 由 Borel 定理 应 用 到 道路 纤维 化 K(Zn,1) 一 PK(Zm,2) 5 K(Zm,2), 注意 到 
o 和 Sq, 可 换 , 可 知 H*(K(Zm,2), Z2) 是 以 

uz, Sq; (ua), Sq? Sq, (uz), ---, Sq?" --- Sq? Sq, (uz), --- 
为 生成 元 的 多 项 式 代 数 , 因此 定理 对 n = 2 成 立 . 以 下 的 归纳 法 完全 和 定理 1.4.7 中 
的 类 似 . 证 毕 . 

由 文献 [8] 定理 7.7 可 知 无 穷 维 透镜 空间 L%(m) iM 
Ho(L?(m)) =Z, | Ha4(L?(m)) = (q > 0) 
Hagi (L®(m)) = Zm — (q > 0) 
因此 当 m = p^(h 2 1), p 为 奇 素数 , 应 用 泛 系 数 定理 可 知 HIK (Zm, 1), Z2) = 
0(g > 0). 因此 用 归纳 法 和 Borel 定理 , 可 得 如 下 定理 . 

定理 1.4.10 设 m=p*(h>1), 则 HY(K(Zm,n), Z2) =0(q> 0). 

以 上 我 们 已 经 确定 H*(K(G,n),Z2) 的 构造 , 当 G = Zo, Z, Zm (m = p^,p 2 2), 
而 对 任 一 有 限 生成 Abel 群 G 是 这 些 群 Z, Zm WHA. 因此 如 果 我 们 能 够 证 明 以 下 
EH, 则 对 任 一 有 限 生 成 群 G, H*(K(G,n), Z2) 的 构造 就 完全 清楚 . 

定理 1.4.11 if G',G" Jj Abel 群 , 则 

H*(K(G' ® G",n)) = H*(K(G',n)) & H'(K(G^,m)) 
其 中 上 述 上 同调 群 的 系数 群 是 22. 

证 这 只 要 由 KK(G',n) x K(G",n) = K(G' 6 G",n) 及 运用 Künneth 公式 便 可 
WEAR. 证 毕 . 

定理 1.4.12 — H"'!(K(G,n), G^) S Ext (G,G’) 其 中 Ext(G,G') 是 扩充 0 一 
C 一 互 一 G 一 0( 或 短 恰 当 序 列 ) 的 等 价 类 的 集合 . 
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证 REH G = G' = Za 的 特殊 情况 , MARAE. 对 [o] € 
Ext (Z5, Z2), 它 的 代表 a 为 
a:0 ~ G’ + H >G 
设 6 是 联系 于 a 的 Bockstein [A] AS | 
B: H"(K(Za,n),G) ^ H"*Ó* (K(Zo,n), G^) 
& à: Ext (Z2, Z2) > H"*  (K(Z»,n), G') 为 gal = blun), 其 中 us € 
H"(K (Za,n), G) 为 基本 类 . F a ~ d 为 [o] 的 两 个 代表 , 则 有 可 换 图 形 


a:0-~ G- H- G0 


|| | | 
aœ :0 一 G— H'5 G0 


显然 联系 于 a 和 oa 的 Bockstein 同 态 相 等 , 因此 o 是 唯一 定义 的 . 
当 G= G' = Zo, Ext (Z2, Z2) WIERE [a] 只 有 
a:0 — Z9 — Z4 — Z2 50 


因此 dla] = Bun) = Sq'us #0, 从 而 o 是 单 的 , 而 且 是 满 的 . 证 毕 . 
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本 节 中 , 将 利用 1.2~1.4 节 的 结果 来 确定 一 些 类 型 的 上 同调 运算 的 生成 元 . 我 
们 主要 考虑 (gq,7; G,G') 型 的 一 个 变量 的 上 同调 运算 的 各 种 特殊 情形 . 

定理 1.5.1 (1)0(0,7; G, G^) 中 所 有 运算 和 G 到 G" 的 所 有 函数 一 一 对 应 

(2) 4 r > 0, O(0,7;G,G’) = 0, 即 只 有 恒 等 于 零 的 单个 运算 . 

(3) 34 q > 0, O(g,0;G,G’) & G', 即 每 个 运算 都 是 单 值 . 

(4) -4r>0,T € O(g,7;G,G’), W| T(0) = O. 

(5) 4q>r> 0, O(g,7;G,G’) =0. 

(6) 4q=r>0, 0O(g,g;G,G') = Hom(G, G'), 即 所 有 运算 痢 由 同 态 G 一 CG Br 
导出 . 

(7) 若 7r >g=1,G=2,0(l,7r;2,G’')=0. 

证 设 Y=K(G,g), 我 们 主要 用 定理 1.2.6 和 定理 1.2.7. 

(1) 因为 K(G,0) =G, 具有 离散 拓扑 , 因此 g*(K(G,0,G) «G'ec'e--., # 
加 项 的 个 数 和 G 的 元 素 一 一 对 应 . 

(2) H"(K(G,0),G’) =0( 当 r > 0). 

(3) 这 时 Y 连通 , H°(Y,G’) S G". 
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(4) 由 定理 1.2.6, 0 € H*(X,G) 和 常 值 映 射 f:X 一 Y 相对 应 , 因此 T(0) = 
Tf*uo = f*Tuo = 0, 这 是 因为 f* 将 H"(Y,G') 映 成 0. 

(5) 因为 ni(Y) = 0(i < q), 由 Hurewicz 定理 ，Hi(Y) = 0(i < q), 因此 
H"(Y,G') =0. 

(6) 由 Hurewicz 定理 , G = m,(Y) S H,(Y), 因此 Hom(H,(Y), G^) 可 看 作 
Hom(G, G^). 由 泛 系 数 定理 , 自然 同 态 

H*(Y, G') ^ Hom(H,(Y),G’) = Hom(G, G’) 
同 构 , 因为 HY) = 0. 因此 任意 w € H*(, 0) 可 看 作 同 态 9: G > C" 而 基本 
类 wo 对 应 于 1:G  G, 因此 与 7 的 合成 有 nuo = w. 

(7) 因为 K(Z,1) = S!, H'(K(Z,1),G^) =0, 4r>1. HEE. 

定理 1.5.3. 3q4—2,G — 2. 若 r 是 奇数 , 则 O(2,7;2,G') =0. Xr — 2m » 0, 
每 个 Te O(2,Z, G') 是 一 个 m VOR S XS 2 一 G 的 导出 同 态 的 合成 . 

证 这 时 Y= K(Z,2) = CP”. H*(Y) 是 基本 上 同调 类 uo € H?(Y) 为 母 元 的 
多 项 式 代数 , 因此 当 r 是 奇数 H (Y,G') = 0. 而 H?™(Y,G’) & Hom(Hm(Y), G”), 
ug. 是 H^"(Y, Z) 的 生成 元 , ER HY, Z) & Hom(Hon(Y), Z) 中 它 对 应 于 一 
个 同 构 Hom(Y) S Z, 因此 Hom(Hom(Y),G’) 的 任 一 元 可 分 解 为 这 个 同 构 和 系数 同 
S ZG 的 合成 . WR. 

定理 1.5.3 设 g= 1,r > 0,G = Zo, 则 每 个 T € O(1, Za;r, G^) 是 由 卡 积 ， 
Bockstein 上 边缘 运算 和 系数 同 态 所 生成 . 

证 这 时 Y= K(22,1) = RP®. H*(Y, Z: 是 基本 上 同调 类 uo € H1(Y, Z2) 为 
母 元 的 多 项 式 代 数 . 下 面 只 要 证 明 uo 通过 卡 积 , Bockstein 运算 6 和 系数 同 态 m Æ 
成 H'(Y,G') 的 任意 一 个 元 素 w. 

RP 有 胞 腔 分 解 使 每 个 维 数 恰 有 一 个 胞 腔 ei, 而 边缘 关系 为 ern = 2e2;_1， 
0ezi-1 = 0. Alt H"(Y,G') 的 任 一 元 {w}, 4 r 为 奇数 ， 因 为 w 是 上 循环 , 则 
OW .ertl = W: ery = 2w : er, 因此 2w-e, = 0. AW uf -e, = 1 (mod 2), 因此 
nug = w, rH n: Za 一 G' 为 同 态 定义 为 (1) = w- er. 

若 7 = 2m, 6 为 相应 于 0 一 2 -=> Z > Z > 0 的 Bockstein 运算 . 由 Oeam = 
262m — 1, UL™ 1 eom] = = 1 (mod 2) Zi jt (Bus Com = 1( 因 为 dua” l. eom = 
ue) . ezm = 2U 1 es = 2, 因此 Bu2™-1. =1), 因此 nbu! = w, 其 
dq ZG! RAH nC) = w Com. VERS 

以 上 定理 可 以 推广 到 G = Zi(k > 0 为 整数 ). 这 只 要 用 到 K(Zi,1) 是 无 穷 维 
透镜 空间 L%(k). 

定理 1.5.4 Bg >0,r=q+1, 每 个 Te O¢,Giqt+1G@) 是 相应 于 0 一 
G — G” 一 G 一 0 的 Bockstein 运算 . 
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证 在 定理 1.4.13 中 有 同 构 
à: H1 (K(G,q),G') & Ext (G,G’) 
( 因 这 时 G, G' 都 是 Abel 群 ). 因此 对 we H«(K(G,q--1), G’) 对 应 ó(w) € Ext(G, G’) 
Bp p(w) 是 一 个 扩充 : 
d(w):0 => G' — G” +G-0 


而 bluo) = w, 其 中 uo € H*(K(G,a), G) 为 基本 上 同调 类 , 8 是 相应 于 扩充 ow) 的 
Bockstein 运算 . 证 毕 . 

定理 1.5.5 4q>0,r>0, G 是 有 限 生 成 的 , G' = Zo, M) O(¢,7;G, Za) 的 每 
个 元 是 由 加 法 , Bockstein 运算 及 Steenrod 平方 运算 Sq! 所 生成 . 

证 由 G 是 有 限 生成 的 , N G 可 分 解 为 若干 个 Z, Zo, Zon (h > 1) 和 2Zyr(h>1) 
的 直 和 . 因此 H*(K(G,a), Zo) 同 构 于 若干 个 H*(K(Z,q), Z2), H*(K(2Z2,9), Z2) 和 
H*(K(Zor,9), Z2) 的 张 量 积 , 由 1.4 市 , 这 些 都 是 多 项 式 代数 , 而 这 个 同 构 对 应 是 
KAR, 并 且 注 意 到 H*(K(2zn,9), Z2) 的 生成 元 中 5q,u. 是 Bockstein 运算 ( 见 定理 
1.4.9). HEH. 

推论 1.5.6 q>0,r>0,G=G' = Zo, Wl O(¢,7; Za, Za) 的 每 个 元 都 是 由 
Steenrod 平方 运算 所 生成 . 这 实际 上 是 第 2 章 中 讲 到 的 mod 2 Steenrod 代数 . 

定理 1.5.7 Gq>0,r>0,G 是 有 限 生成 的 , M Olg, G;r, Zp) 的 每 个 元 是 由 
加 法 、 卡 积 、Bockstein 运算 和 Steenrod 循环 缩减 寡 Pi 所 生成 (p 为 奇 素数 ). 

考 x REA 

[1] Thomas E. 1956. A Generalization of the Pontrjagin square cohomology operations. 
Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 42, 266~269. See also Memoirs of A.M.S. No. 27 

[2] Steenrod N E. 1958. Cohomology operations. Symp. Inter. de Topologia Algebraica 
Univ. Nac. Autonoma de Mexico 

[3] Maunder, Algebraic Topology. 1980. Camb. Univ. Press 

[4] Giever J B. 1950. On the equivalence of two homology theory.Ann. of Math. 51, 
499~513 

[5] Serre J P. 1953. Cohomologie modulo 2 des complexes d’Eilenberg-Maclane. Comm. 
Math Helv. 27, 198~232 

[6] Adams J F. 1972. Algebraic Topology—A student guide. Camb. Univ. Press 

[7] Steenrod N E. 1962. Cohomology operations, Written and Revised by D. B. A. Ep- 
stein. Princeton Univ. Press 


[8] Whitehead G W. Elements of Homotopy Theory. Springer-Verlag 
[9] Switzer R. M. 1978. Algebraic Topology-Homotopy and Homology. Springer-Verlag 


= 28 Steenrod 代数 


2.1 Steenrod 代数 的 Cartan 基 


设 RR 为 交换 环 , M = (Mig 是 一 系列 RR, 则 M 称 为 分 次 RR. 我 们 称 
M; 的 元 有 次 数 或 维 数 i. 例如 , 拓扑 空间 X 的 同调 群 A(X, R) = {Hi(X, R)} 50, 
上 同调 群 H*(X, R) = {H'(X,R)},,. 都 是 分 次 R BL. 分 次 RIR M,N 之 间 的 同 
SfM > N 是 指 的 一 系列 同 态 fi: 一 Ni (i > 0). 分 次 RE MON 定义 为 
(M ® N)， = OM & Nn-i. 


定义 2. 1. 1 分 次 RE A 叫做 RAK AERA LIC 1( 显 然 是 次 数 
0 的 元 1 € Ao) 的 乘法 $: AG A A. 如 果 以 下 图 形 可 换 , 这 个 代数 叫做 可 结合 的 . 


AQAQA 23 ABA 
Bee | 
A@A Ê, A 


4 B 也 是 R 分 次 代数 , T:ASBo BOA ELH Tag b) = (-1)!* "ld @ a, 
其 中 |a| 表示 a 的 次 数 , BU PABA, 我 们 称 RIR 4 是 可 换 的 . 


ASA 二 AQA 


$N < 
A 


定义 2.1.2 R 4 HIR f:A 一 B 是 分 次 R RTA ASH 3 31 HY 2c ih, 
Bl fos = óp(f & f) 3FH. f(1) =1. 

定义 2.1.3 RORIZ A 叫做 可 增 广 的 , 如 果 存 在 代数 同 态 € 4 R, 其 中 
RRRA 分 次 代数 , 其 正 次 数 的 元 都 是 零 , 而 零 次 数 所 有 元 与 RR 同 构 . 

有 了 以 上 关于 分 次 代数 的 一 般 概念 , 现在 可 以 定义 mod 2 Steenrod 代数 Ap 
和 mod p Steenrod 代数 App). Ap] 实际 上 是 由 Sq’ 生成 的 Zo 分 次 代数 使 之 满足 
Adem 关系 . 

定义 2.1.4 BWM = {Milz 为 分 次 Zo 模 , 使 Mi = Zo, 它 的 生成 元 为 Sq'. 
M"=M®---@M, m T(M) = » Mn. mod 2 Steenrod 代数 Aja) Z& (M) 对 于 所 


有 以 下 形式 关系 的 商 : 


2.1 Steenrod 代数 的 Cartan 基 . 23. 


[5] 
—]— . 
Sq ® Sq? — ) ( Iset D Sq’, M r<2Qs 
j= 


我 们 记 Sg = 1. 

定义 2.1.5 设 p > 2 为 奇 素数 , M = {Mj};>o 为 分 次 Zp RIE M; S Zp, 24 
j= 二 1 或 2i(p 一 1),i > 0, 而 其 他 M; —0. 24 j = 1, 它 的 生成 元 为 Bockstein 运 
FB, S4 j = 2i(p — 1), 它 的 生成 元 为 循环 缩减 窒 P'(i > 0). 令 M"=M®@--- OM, 
TO) = 》 M”. mod p Steenrod CAL; Z& (M) 对 所 有 以 下 形式 关系 的 商 : 

n=0 
[7] 

wre ps, P” Q Ps = yo(-yrt" (P671) prrst & Pt 

t=0 

M r<s, PP 8988P 

[7] 
- (-1yt(07De-9)g Q prts-t Q pt 
t=0 P 
[724] 
4 ` (—1)r*t71 (PPETI) prist Q B Q pt 
t=0 
我 们 记 P? = 1. 

M p= 2 时 , Ap) 中 的 Bockstein 运算 6 = Sq!, fH p > 2 HF, Aj 中 Bockstein 
运算 B 与 P! 并 不 相同 , 因此 Ap 与 Ul, 有 不 同 的 构造 , 需要 分 别处 理 . 下 面 讨论 
At 的 Cartan 基 时 , 只 叙述 p = 2 的 情况 , 将 p > 2 的 情况 留 给 读者 (可 参见 文献 
[1] 77 ~ 80 页 ). | 

定义 2.1.6 当 p> 2, 序列 [= (€0, $1, €1, $2,°**; Sk, €k, 0,0, -- -) 叫做 可 许 的 ， 
A 5i 2 psiti te (i 2 1), 其 中 s; 为 非 负 整数 , e; = 0 或 1. 单项 式 

P! 一 [geo ps1 pe ps2... Psk Ber 
叫做 可 许 单项 式 , 车 1 是 可 许 序列 . 1 的 次 数 就 是 P 的 次 数 , 记 为 d(1) = Det 
>》2si(D — 1). 

定义 2.1.7 X p= 2, ER BREA I = (41,42, ik) 叫做 可 许 的 , Æ is-1 > 

2is (k 2 s 2 2), Mi, 2 1. 单项 式 
Sq! 一 Sq Sq’ ae S qi* 


叫做 可 许 单项 式 , 若 了 是 可 许 序列 , kT ASB, 记 为 KD). m(T) = $ sis 1 
ri (moment). d(T) = 27 i, 叫做 了 的 次 数 , 实际 上 就 是 Sq! MUCH se? 也 叫做 可 
许 序列 
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定理 2.1.8 ”对 2 > 2, 所 有 可 许 单项 式 是 Ap 的 Zp( 向 量 空间 ) 基 . 

证 只 对 p=2 的 情况 证 明 . 首先 证 明 任 一 非 可 许 单项 式 是 具有 更 小 矩 的 可 许 
单项 式 的 线性 组 合 . 设 = (i,k) 不 可 许 , 则 有 7 使 n= i < 2i = 2m. 由 
Adem 关系 

Sq! = Sq" Sq" Sq" Sq" = 》 Aj Sg Sti SGi Sg 
J 
其 中 Ay € 22. 容易 证 明 , 右边 各 单项 式 的 矩 比 Sq! 小 (对 了 = 0 和 了 > 0 分 别 说 明 )， 
对 征 作 归纳 法 , 则 每 个 单项 式 是 可 许 单项 式 的 线性 组 合 . 

还 需要 证 明 所 有 可 许 单项 式 是 线性 无 关 的 . 已 经 知道 , 实 无 穷 维 射影 空间 RPO 
的 Zo 上 同调 群 H*(RP°) 是 多 项 式 环 Zlu], 其 中 we H'(RP®). 用 P^ RAR n ix 
第 卡尔 积 RP® x---x RPO, WMA w=uxux. -xuc H^(P"). 以 下 命题 的 证 
明 将 使 定理 2.1.8 得 证 . 

命题 2.1.9 0: Aj > H*(P") fi& 6(Sq!) = Sqiw 将 Apy ARR < n 的 可 许 
单项 式 变 成 H*(P") 中 线性 无 关 元 素 . 

证 对 nn 作 归 纳 . 当 n= 1 时 显然 成 立 . E AS gw = 0, 其 中 和 式 取 遍 所 
有 固定 次 数 9 的 可 许 单项 式 (q « n). 我 们 要 证 明 A; = 0 对 所 有 了. 对 工 的 长 度 (D) 
作 如 下 的 归纳 . 设 对 I) > m 已 有 X= 0, 因此 上 式 变 成 
(2.1.10) ` ArSq!w + ` \rSq'w — 0 

\(1)=m (I) «m 
由 Künneth 公式 j 
Ha*"(Pn) = 》 H’ (P) @ H?*n-s(pn-1) 


令 9 为 到 s = 2" 的 直 加 项 中 的 投射 , 并 且 令 w= ux w' 其 中 w e H"-1(P"-1). 
因此 由 Cartan 公式 
Sq'w = Sql (ux w) = ` Sq’u x Sql Tw’ 
J«I 

HPI < IERE Ox Jj <i, MA. 设 Jm = (27-1,...,21,20).. triti 
1.3.11, 24 J 不 是 形 如 (25,2571,...,21,20) 或 者 中 间 可 以 插入 0, W Sq7u = 0. 而 
当 J = Jm( 或 者 中 间 插 入 一 些 0), 则 Sgu = u?™. 4 (I) < m, WU J « I Z3 
((J) < m, 从 而 gSq’w = 0. 4 (I) =m,g(Sqv x Sq!-7w') = 0 RSE J = Jm < I, 
因此 有 

0, M (I) « m 
(2.1.11) gSqlw = | u2” x Sgl ow. 4 1(L) =m 
将 9 应 用 到 (2.1) 式 , 并 利用 (2.2) 式 , 可 得 
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u^ x ` ArSq'-7"w' = 0 
l(I)-m 


A IPARA m, 次 数 为 q 的 所 有 可 许 序列 , 因此 了 工 - Jim FEB <m 而 次 数 
BJ q-2" +1 的 所 有 可 许 序列 而 且 对 应 是 一 对 一 的 . HT. m 2 1,4—2" c1 n- 1, 
因此 由 对 n 的 归纳 假设 , 所 有 系数 Ar = 0, 当 (I) = 

这 全 部 证 明了 命题 2.1.9, 从 而 证 明了 定理 2.1.8. 

所 有 可 许 单 项 式 形成 A 的 Zp 基 叫 做 4 的 可 许 基 或 Cartan 基 . 

推论 2.1.10 ”由 Sq! 一 Sq! w 给 出 的 对 应 0: Ap) 一 H* (P^) 在 次 数 < n 是 单 

设 (A) 表示 A 的 所 有 正 次 数 的 元 所 组 成 的 理想 , 即 (4) = {4} I(A) @ 
I(A) 在 乘法 $9: AQA 一 4 下 的 像 叫 做 A 的 可 分 解 元 的 集合 . 这 个 像 oA) S I(A)) 
是 4 中 双 侧 理想 . Q(A) = I(A)/6 (A) & I(A)) 叫做 A 的 不 可 分 解 元 的 集合 . 

引 理 2.1.11 A 的 任何 生成 元 集 B 包含 子 集 Bi, 使 Bi 在 QA) 中 的 像 是 
Q(A) 的 Zp Æ. 任何 这 种 Bi 生成 A H Bi 是 A 最 小 生成 元 集 . 

证 因为 4 的 任 一 生成 元 集 B 都 生成 QUA), 因此 有 子 集 Bi 在 Q(A) 中 的 像 
形成 Zp dk. 如 果 Bi 不 生成 A, 令 A! 为 {1, Bi} 生成 的 4 的 子 代 数 , 则 有 次 数 最 
小 的 aeE Aag A’. 存在 a © A’ 使 a 一 a’ 可 分 解 , BI a — a^ = Y alal, 其 中 

ata!’ € I(A), ala! € 4 从 而 ae A', 矛盾. 

定理 2.1.12 (a) 4 p=2, Sé 可 分 解 当 且 仅 当 d A 2. 

(b) 34 p> 2, P* Wa} fe ELDUM iF p. 

证 (a) Adem 关系 改 为 


b— ul 7h 1 — 
a+b __ a Q 十 5 一 7 
( a ') sa = Sq*Sq° + ) ( -9j i) sa Sq! 


j>0 
其 中 0<a< 2b. 因此 当 (^77) = 1 (mod 2), Sq*** 是 可 分 解 元 . SIR i 不 是 2 BOR, 
则 2=a+2*(0<a<2*). 置 56=2*, 则 5 一 1=1 二 2 十 … 十 2*-1, 从 而 
v ) =] (mod 2) 


这 是 因为 当 7 = X aiD 8 = X bip! 有 (2) = (%2) --- (27) (mod p). 因此 Sa 可 分 解 . 


2-1 k 2k —1 ok 
Æ i=2* i Sq = Y, m;Sq, Nl u? H ~ Sgu? = 3, mjSqw? = 0, 矛盾 . 
j=1 j=1 
(b) 的 证 明 留 给 读者 . 证 毕 . 
定理 2.1.13. (a) 4p=2,{Sq"} 生成 Am. 
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(b) H p> 2, f6, P} 生成 Aly 
证 由 引 理 2.1.11 和 定理 2.1.12 容易 得 出 . 


2.2 Hopf 代数 、4 的 对 偶 代 数 A* 

定理 2.2.1 (a) 生成 元 的 对 应 

k 

v(Sq*) = X Sq @ Sq*^ 
i 二 0 
可 扩张 为 代数 同 态 V: Ap) > Ap] @ Am. 
(b) 生成 元 的 对 应 
p(B) = 1@6+6@1 
W(P*) — >_P Q p^ 
2 一 0 


可 扩张 为 代数 同 态 V: Api 一 Ap] @ Aggy. 
证 (a) 设 4 为 由 {Sq} 生成 的 自由 可 结合 代数 , 我 们 有 自然 满 同 态 w: 4 一 
A {Ë ker w 由 Adem 关系 生成 . % 显然 可 以 扩张 为 代数 同 态 :4 一 AGA FRR 
要 证 明光 在 kerw 上 为 0. 
B X = RP® x.. x RP” (n KRE), 由 推论 2.1.10 对 应 取 值 的 映射 0: 4 一 
H*(X) 在 次 数 <n 为 单 射 . 由 系数 是 域 的 Künneth 公式 , A 模 同 态 
a: H*(X) @ H*(X) > H*(X x X) 
使 o(u & v) = u x v 是 同 构 . 我 们 证 明 以 下 图 形 可 换 : 
A® A H*(X)@H*(X) = H*(X x x) 
Tw 10x8 
A Z, A 
因为 


(0 x 0)u Sq" = (wSq")(w x w) 
k 
= ` Sq'w x Sq*-*w 
i=0 


k 
=a|> (Sq! 8 Sq**)(w @ w) 
1—0 


=a [YS -w&w| 
= a(0 & 0)pSq* 


2.2 Hopf 代数 、4 的 对 偶 代 数 A “27 - 


因此 若 m e A fii degm <n T wm) = 0, HF 090 HERR « n BAR, M v(m) = 0. 
这 证 明了 (a). 

(b) 的 证 明 留 给 读者 . 

定义 2.2.2 设 互 为 交换 环 尺 上 的 可 增 广 分 次 代数 , B 称 为 Hopf 代数 , WR 
存在 称 之 为 对 角 映 射 的 代数 同 态 v: B 一 Be BUTS ER 


Be Z BOR NS 
B B8B B 
e8lw R&GB 72 


都 是 恒 等 对 应 . 
我 们 称 对 角 上 映射 是 可 结合 的 , 若 以 下 图 形 可 换 : 


B + BeB 
l 


Y ]vel 
B&B — Be@BSB 


我 们 称 % 是 交换 的 , ÆA PEDE TER: 


B&B 二 BeB 


YN fw 
B 


定理 2.2.3 Xf p > 2, mod p Steenrod 代数 4 是 具有 交换 的 , 可 结合 的 对 角 映 
射 (由 定理 2.2.1 AW) 的 Hopf 代数 . 

证 只 对 p=2 证明 . 由 定理 2.2.1 给 出 . 因为 4 连通 ( 即 Ao = Zo 47 <0 
有 A; = 0), 因此 增 广 e: 4 一 Z 是 唯一 的 . 因此 以 下 图 形 中 


l8&e 7 A® Z» NS 
A+ AQA A 
E@l\, Z2@A / 


所 有 映射 均 为 代数 同 态 , 容易 验证 合成 都 是 恒 等 对 应 , 由 v 是 代数 同 态 , 可 在 生成 
元 上 验证 儿 是 可 结合 的 、 交 换 的 . 证 毕 . 

设 M 是 分 次 R, RAM. 称 M 为 有 限 型 的 , 若 每 个 Mi 都 是 有 限 维 RR. 
M 的 对 偶 M* 为 分 次 RB M* = (Mis, 其 中 M? = Hom(Mi, R). 4 f:M > N 
”为 分 次 RRAS, 则 由 .f 导出 R 模 同 态 ft: N* 一 M* 使 f*(w)(m) = w(f(m)), 
w € N*,m € Mi. i M,N 都 是 有 限 型 的 , 则 (M 8 N)* = M* & N*, 同 构 对 应 由 
(w & w’)(m @ m!) = (—1)"ll lum) & w (m) 给 出 . 
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di B 是 具有 乘法 由 对 角 映 射 y HARA Hopf 代数 , 容易 证 明 , Bt 是 具有 乘 
法 vt 和 对 角 映 射 8* 的 Hopf 代数 . 因此 对 mod p Steenrod 代数 A, 它 的 对 偶 代数 
A* 是 具有 乘法 y*: A* e A* 一 A* 和 对 角 上 映射 8*: A* 一 A* @ A* 的 Hopf 代数 . 从 
FR, 我 们 将 开始 讨论 对 偶 代 数 4* 的 结构 , 并 进而 得 到 A 的 Milnor X. 


2.3 [|H 态 入 


设 H.H* 分 别 表示 有 限 CW 复 形 K 的 Z, 同调 群 和 上 同调 群 , A 在 H* 上 的 
作用 导出 A 在 及 .上 的 作用 如 下 : 
(uO, a) = (u, 00) 
uc H,,0€ Aoc H*. 这 个 作用 可 看 作为 同 态 
A: H, ® A — H, 
它 的 对 偶 同 态 为 
A*: H* — H* & A* 
(8 & 8, A*(a)) = (AB & 8), a) 
其 中 Qa € H*,6 € H,,0 € A. 入 限制 在 Hio; A; — Hy 有 对 偶 àt: HE 一 HF Q A. 
因此 
MIX HALHA H... 
将 H" 对 应 到 S^ H* @ AT, K EAR CW 复 形 的 条 件 是 需要 的 , 不 然 X* 将 是 无 
限 和 . 
定理 2.3.1 (A* & 1)A* (a) = (18 $*)A* (o) 对 任意 a € H* 成 立 . 
WE 由 4 的 乘法 定义 , 有 (01 - 62)(a) = 6:(62(o)), 因此 导出 u(0:05) = (wu01)02, 
这 就 是 
H8A®A $ H,&A 


I^ $1 |» 
H,@A “, H, 
它 的 对 偶 为 如 下 可 换 图 形 : 
H*@At@ At CU pe 
Ls $1 Ja 
Frg@4 A gr 


Ji 2.3.2 [alas A: H* 一 H* @ A* 是 环 同 态 , 其 中 H* 的 Cup BU 4* 的 乘 
法 导出 H* @ A* 的 乘法 . , 


23 [n] A A* - 29 - 


证 4 K,L HARSH, 0 € A, v(0) = 320 90". 因此 对 任意 a € H*(K),B € 
H*(L) 有 ( 见 文献 [2]) 
O(a x 8) = X(—1)9im6i dimeg (a) x OY (BF) 
ww € A,(K),v € A,(L),dimp = u,dimv = v,dima = a, dim 6, = k; dim 6” = l; 
则 
(u x v, O(a x 8)) = 3 -De(p x v, O(a) x 67 (8) 
= 1) (-1) 9*9 (u, 0: (0) (v, 07 (8)) 
= 》 (-1)84(-1)F*) (u9! , o) (vt, B) 
= 》 (-1)se(-1)* ek) (—1)29 0 (4,87 x VOY, o x B) 
= > (71)"* (u0; x v6 ,o x B) 
因此 有 
(u " v)O E > (~) mdim0 ug x v0’ 
H,(K)@H,(L)@A@A '€9"Hn(K)gH,(L)gA- H.(KxL)&A 
l Tel |^ 
H.(K)@®A@H(L)@A %3H,(K)@H,(L)= H,(K x L) 
它 的 对 偶 图 形 也 可 交换 . 同时 我 们 取 K = L, d: K 一 K x K AMAR, 则 有 可 换 
图 形 
H* @ H* Q At Q At SS H* e H* o A* = H*(K x K) @ Att 2} H*g At 
n QT@l Ly I» 
H* 9 A 9 H* 9 A M  W*gH*:—H'(KxK) +H 
H a@G € H*@H* EZ d*, \* H A'(aUB), MA A* GA*S;19T G1,181e9vy*,d* «1 
则 为 A*(o) U A*(8), 因此 入 是 环 同 态 . 证 毕 . 
引 理 2.3.3 A (a) = da; @ wi, 则 对 任意 0 € A, 
b(a) = X (—D) mime(0, wi)os 
证 Xf we H,, 
(u, 0a) = (10, a) = ((u ® )Ax, a) 
—(u&6,A*0) = (186,5 ai @ ui) 
=J Cayimeetm?q, oa) (0, wi) 
因此 有 O(a) =) (7-1) rn (9, wija. 证 毕 . 
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2.4 对 偶 代 数 A* BITS 


BZ, 作用 在 SNH 上 为 (me? zz? zupe? ), HP zi WSR, WI X = 
SN /Zp 为 透镜 空间 .XX 可 看 成 K(Z,1) 的 2N + 12828, B. H*(X) 有 如 下 形 
X, H(X) 由 母 元 z, 而 H?(X) HEE y = Bx 生成 (8 为 Bockstein 运算 ), 对 
0Oxix N, H"(X) h y! ÆR, m HX) 由 oy! 生成 . 

^ Mo = 1,M, = Pl, Mo = P?P!,.--, My = PP pr ^... pept, 

引 理 2.4.1 My € Asp 2 满足 Mry = y". 3:0 Æ b, P1, P2,..- 的 单项 式 但 
不 等 于 My, 则 Oy = 0. 同样 (Mk6)(z) = y”, HO REF MB, WI] Ox = 0. 

证 $ P=1+P!+P +.. 因此 Py -(14 Py-y-y?. 由 Cartan AX, 
P 是 环 同 态 , 因此 Pyr = (y +y) =y ty. 换言之 


2 


yP , 当 了 =0 
P = yp", Mjop 
0, 其 他 


因为 By’ = iyt by = iyi! bbr = 0, 因此 B xk, Pi 中 只 有 P? 才能 非 平凡 的 作用 
fey” Lb. 用 归纳 法 , 可 得 引 理 结论 . 证 毕 . 

引 理 2.4.2 Xr 有 形式 ec @liy@entyent--+y" en, He 
I Te je Azpi 的 唯一 定义 的 元 , 而 p^ 是 p RARE p « N. 同样 X*y = 
y 8o t y? 86i c y G6, XH £o - 1, 6 d Azpe -2 唯一 定义 的 元 . 

证 Xp 0 € 4i,0y = 0 除非 9 是 Mo, Mi, Mr, 中 的 一 个 , 即 除非 i = 
2p* — 2( 某 个 k). 由 引 理 2.3.3, Æ Ay = Ya; @u,;, W oy = 35 +(6,w;)a;, 因此 
ti i # 2p* 一 2, Ny — 0. 从 而 有 入 (y) = A (y) 十 和 9-2(9) 十 … 十 和 2? -2(y), 但 
\2P"-2(y) € HP" (X)® A52: 因此 N27 -2(y) = YP @ êk, £y 是 A5 pk 2 唯一 定义 
的 元 . 这 证 明了 第 二 个 结论 . 第 一 个 结论 的 证 明 完 全 类 似 . 证 毕 . 

定理 2.4.3 (参见 文献 [2] 定理 2) 对 偶 代 数 4* E T, 1,72,… 生成 的 外 代数 
MI EI £1, £2, 生成 的 多 项 式 代 数 的 张 量 积 , BY A* = Elū, T, T2) PE, E2). 

为 了 证 明定 理 2.4.3, 我 们 先 证 明 以 下 几 个 引 理 . | 

5|38 2.4.4 (Mpk, &k) = 1, (06, £x) — 0, Æ 0 # My. (My, Tk) = 1, (0, Tk) = 0, Æ 
0 + MB. 


证 Hau) =y- +y 96, Ait Oy) = Y 0,6)". 3:0 + My, 


WEH. 
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考虑 序列 了 = (€0,71,€1,72,€2,°°+), He 20,1. 而 = 0,1,2,…, 对 每 个 了 
定义 
e) = TE EE 
对 每 个 了 定义 
0(D) = Bo Pr go Po 
其 中 s1 = G 十 7ji)D 一 Sk = Lla +r;)p'*,--- 则 用 s; 解 出 ”有 


Ti d €i = Si — pSi+1 


Si Z PSi+1 + €i 


0(1) 是 可 许 单项 式 , 而 且 dim 6(7) = dimw(J). 将 集合 {了 } 给 予 由 右边 起 的 字典 式 
的 序 (例如 (1, 2, 0, tt -) < (0, 0, 1, tt -)). 
|j +i, Zr I= J, 

引 理 2.4.5 (0(L),w(J)) = 0 Ereg 

WE 对 dim (I) 作 归 纳 法 证 明 第 一 个 等 式 . 当 维 数 是 0, 显然 正确 . 

情况 1 I= (6,1, ek) rk, 0,7) 最 后 一 个 非 零 元 是 7k. SI! = (e0,71,…， 
€k—1; Tk 一 1, 0, tt Jj; 因此 w(L) 一 o". 

(C), o) = (00), v* (l) & &)) = (WOT), wT") 8 &) 
但 是 6(I) 二 Bo P*1 e. . BEk-1 Psk. 因此 
Ve(1) = "SESS o Pst Q BS ... Psk 


其 中 和 式 取 遍 所 有 序列 (e0… Sk); (€09,57 SE) 使 Eo HEG = €90,77, 8, + SE = Sk, 从 
而 有 l 


(6), (1)) = X (9*5 --- P%,w(I’)) (8 --- P, Er) 
但 右边 因子 除非 955 .… P** = My 0, 而 左边 因子 应 为 poPe -2 Be . 


k—2 


ps2-P? .Per-i-p6。 P% 记 为 (I). 因此 
| (OL), w(I)) = +00), w(T)) = +1 


情况 2 I = (eo,71,…,ek,0,:…) 最 后 一 个 非 零 元 为 e = 1, 同上 法 一 样 , A 
边 因 子 中 唯一 不 为 0 的 是 (pr^. Ce PPPIg,n) = 1, 而 左边 因子 为 0(7), 从 而 
(6(1), o (1)) = £(0(J’), w(J’)) = +1 

Xt I«J,0(0),0(J)) = 0, 证 明 如 下 : 

情况 la J 的 最 后 一 个 非 零 元 为 rk, 也 在 这 个 位 置 为 最 后 非 零 元 , 用 以 上 方 
法 可 证 (0(I),w(J)) = £(0(I’), w(J’)) = 0. 
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情况 lb J 的 最 后 一 个 非 零 元 为 rk, 了 较 早 的 位 置 为 0, 在 以 上 的 展开 式 中 , 每 

个 右边 因子 
(geo P*1 ... Bek-1, Ep) 

为 0, 因此 (0(1),w(J)) = 0. 

情况 2 的 证 明 完 全 类 似 . 证 毕 . 

定理 2.4.3 的 证 明 考虑 序列 了 上 限制 在 dim9(7) = dimw(J) = n, 由 引 理 2.4.5, 
(OO) wJ) 所 得 矩阵 是 非 奇 异 三 角 和 矩阵 , 而 (0(7)) 为 4 Z, 基 , 因此 (0(J)) 是 
A* 的 Zp 基 . 证 毕 . 


kK; 
定理 2.4.6 *(€) = 2 k-i & €i 
k i 
$m) = > encnel 
?一 0 
证 由 入 (y) = et 可 得 
J 
Myr) = oye” eg 
j 


因此 
(BDAY) = DIM") BE 


=L) P eg @& 
j i 


(1@ 9*)A*(y) = 》 @ à* (&) 
k 
比较 两 式 , 得 出 (6) = oS 
再 由 A) =2@1+ Dy” @n, 
(A* @ 1)A* (x) = A* (xz) @ 1 + Y v?) Q Ti 
=Z@1+》 y Sut y AA 8 Ti 
1 了 2 


以 及 
(1894) (z) =2@1+ doy” BP (Th) 
k 


k 
得 出 O* (Te) = Te O@L+ 35 EIT. HEH. 
2 一 0 
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2.5 AW Milnor X 


A> R= (rura….) 取 饥 所 有 非 负 整数 序列 ( 除 有 限 个 7 外 都 为 零 )) 定义 ER) = 
6 6 «++. & E = (eo0,a1,…) Boh BIO, 1 序列 (BRA BRT €; 外 都 为 0), 定义 
T(E) = cff. 由 定理 2.4.3, {EER} 形成 A 的 2 3E, 因此 有 A 的 对 侦 基 
(P(E, R)}, 其 中 P(E, R) c A 定义 为 
EE-E,R-R 
(P(E, R), «(E (R))) = | Lo HbB-B 


0, 其 他 
由 引 理 2.4.5, P(0, (r,0,---)) = P(A% wl) = &,0(1) = P“, sı = 二 (+mo = 
r). & PR 为 对 偶 于 &(R) 的 P(0, R). Qe 为 对 偶 于 六 的 P((0,---,0,1,0,--+),0) (k > 
0), 因此 Qo = B. 我 们 有 P(E, R) = +Q6°Q% --- PF. 

定理 2.5.1 (参见 文献 [2] 定理 4a) 元 Qo Qt --- PF 形成 4 的 Zp 基 , | Milnor 
AE, 它们 在 相差 符号 的 意义 下 对 偶 于 A* 的 Zp Æ {r(E)E(R)} , HQ, € Aagnk—1 
生成 一 个 外 代数 , 即 满足 

Q;Qx + QQ; =0 
它们 和 元 PF 按 以 下 规则 置换 
PP QE — QLPP = Qu PR- 7502 4 Qu PROP" Ore) + ... 

其 中 (r1, 1r2,+++) — (81, 82,--+) = (71 — 81,72 — S2, +). 
因此 有 


P (th) =Tr @1+1@ Ty (mod I) 
$* (£x) =0 (mod I) 


从 而 有 
dr(r(BE)E(B))=0， RHO 
ó*'(r(E)- M zcr(E)GT(E) 
E'--E,—E 
再 由 


(PU, 0)P(E2, 0), 7(E)) 
= (P(E1,0) & P(E», 0), o* r(E)) 
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=(P(E1,0)® P(E2,0), M^ +r(E}) 8 T(E3)) 
Ei 十 五 2 一 五 


jJ +1, ME-E E C 
0, “4 EZE +E 


ERT EAA P(E1,0)P(E2,0) = P(E, + E2,0). 其 中 当 Bi, E 同一 分 量 中 都 是 
1, 右 式 理解 为 0. 因此 P(E, 0) 的 乘积 为 外 代数 . 同样 的 方法 可 知 P(E,0)P(0, R) = 
P(E, R). 
再 由 (P? Qk, T(E)E(R’)) = (((PP & Qr), T(E)E(R’)) = (P^ 8 Qr, (T(E): 
€(R’))). BIE o (TEER) 包含 一 项 
( 非 零 常数 ) - €(R) 8 Te 
则 r(E)E(U) 只 可 能 是 TeE(R), Th+1E(R 一 (p*,0,…)), Tk+2€(R 一 (0,p*,0,…)),…, 且 
对 应 的 常数 为 +1. 因此 得 到 其 对 偶 式 
PRQ, = Q,PP + Qu PRP) 4 Qu 4 PROP Or) L... 
推论 2.5.2 Qo = b, Qu4i = [PP Qu. 
A X Boke OP BJ3EfU EE FC E (PRA Milnor $8 EE). 
* Zo Toz °°" 
Tio X11 Lig °°" 
T20 X21 T22 “i 


它 的 元 素 除 有 限 个 外 都 为 0, 且 第 一 个 分 量 省 略 掉 . 对 每 个 X 定义 R(X) 
= (rr2 9S(X) = (81,893, -) R T(X) = (ti, te,---) MF: 
r= pixij ”( 加 重 行 和 ) 
j 


5j =) ij ( 列 和 ) 


143-j—n 
定义 系数 D(X)) = TIG! /TI;;!. 


定理 2.5.3 (参见 文献 [2] 定理 4b) PEPS= "Y b(X)PTCO, 其 中 
R(X)=R,S(X)=S 


和 式 取 遍 所 有 满足 R(X) = R,S(X) = S 的 Milnor 矩阵 X. 
例 R=(r,0,---),S =(s,0,---), W R(X) = R K SX) = S BRA 
Tio + pxii ++ = 7, Tij = 0 (i > 1) 
~ to $ 2114 :::— 8, Tij =0 (j > 1) 
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4 r= 011, 满足 条 件 的 矩阵 形 如 


*. 5 一 2 0 
T 一 px x 0 
0 0 0 


D(X) 为 二 项 式 系数 r — px, s — 2) = (EIE, 而 0.< x < min(s, [2]), 因此 有 以 
下 推论 . 
min(s,[£]) 
推论 2.5.4 Pr Ps = D P (r — pz, s — g) P(r —Pat+s—2,2) 


x=0 


推论 2.5.5 Æ ri < p,r2 <p, Wl 
PP P? = (ri; 81)(r2, 92) --- PETS 
证 Ari cp «po MXT i218 ri = tio pra tpr 十 … AD 
tij =0(i>1,j 21). 由 s; = 2, Tij, 则 满足 条 件 的 矩阵 是 


因此 PEPS = (ri, s1)(72, sz)… PR+S. 
推论 2.5.6 Ub P(r) 表示 P7979. 其 中 > 在 序列 的 第 t 个 位 置 上 , 则 
Pi(1) 可 递归 的 定义 如 下 : 
PA(D)=[P?,PY, PB)=[P? ,BD)),… 
其 中 [a,b] = ab — (—1)t™ adim bpa, 
定理 2.5.3 的 证 明 设 已 给 任 一 具有 基 {a} 的 Hopf 代数 B 上 对 角 上 映射 代数 
aS ó*(a) = 邢 Cj" ay Q ay. B {a} 为 对 偶 于 {ai} 的 对 偶 代数 B* 的 基 , 则 
jk! 
(plat & a*),a;) = (a? & a", *(ai)) 
= (a? 的 aX, ` CFF a,, Q Qk’) 
j’ sk’ 
— (—1)dim a ^-dim a? oak 
因此 有 aJ aF 一 plal G a*) — Y C-1)dima dina! Gah gs 
FATT = (tto, ) 计算 PET). A [in t2, +++, te] = (2c) io! ip! 
为 推广 的 二 项 式 系数 , 使 
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(yi + y2 +: + y) = 5 lii, 12, --- ix] y? -- i 
i1--i24-----Fig —n 
应 用 到 
$* (Ex) = D1 +E @Et +L Ok A19 Ek 
我 们 有 


k—1 
O° (GP) = [reo Conley .EP hn @ ern us s gos 
= X [rko,+++, towl€(p* 21,1, 7,230) @ E(@e—1,15°** Lok) 


计算 o* (EP EP eh) 其 系数 为 


[210; Zoillz2o, Til, o2] [13o, EP Z03| "一 b(X) 
因此 有 ¢*(€(T)) = non O(X)E(R(X)) @ £(SCX)). 过 渡 到 对 偶 , 我 们 必须 寻找 所 


有 的 基 元 r(E)E(T) 使 得 ó* (r(E)E(T)) 包含 一 项 
(dE 0 833) - £(R) & €(S) 
容易 看 出 , 像 这 样 的 基 元 仅仅 是 我 们 研究 过 的 ET), 因此 有 
PIPS= >》 XPA 
R(X)=R,S(X)=S 
ue. 
定理 2.5.7 (参见 文献 [2] 引 理 9) V%(Q =109Q44+Q, 81 


y(PF)- > PR®PR 
Rj--R3-—R 


证 (V(Qx), TIE ECR) & r(E")&(R")) 
— (Qx, T(E’ + E')E(R' + R")) 
-ù 1, T(E' + E") =r; H R'+ R" =0 
|o 其 他 
因此 Yk) =18Qk+Qk81 


(Y(P*), T(EJE(R') & r(E')&(R")) 
= (PF T(E + E')£(R'! + R")) 
7 | 1， E+E=0 R'+R"=R 
16 其 他 


2.6 — 典 则 反 自 同 构 . 37 . 


因此 vy(PR)= 和 PF @PF’. 证 毕 . 
R'+R"=R 


Tr w(a) 一 1624-201, a 称 为 原初 元 ， 因此 A 的 原初 元 只 有 Qo, Q1, Q2,: tt , Pl, 
P,(1). 


2.6 典 则 反目 同 构 


本 市 将 讨论 Steenrod 代数 4 的 典 则 反 自 同 构 c 及 其 计算 的 公式 . 首先 我 们 从 
一 般 的 Hopf 代数 的 典 则 反 自 同 构 的 概念 讲 起 . 
定义 2.6.1 设 C,B HR K 上 分 次 连通 Hopf 代数 , 令 G(C, B) 是 满足 fo = 
lk:K 一 的 KK 一 向 量 空 间 映 射 f:C 一 B 的 集合 . & fg € G(C, B), EX fg 
为 合成 
C-5ceci3$pgB-f*.p 
命题 2.6.2  G(C,B) 中 的 运算 * RA AAAS, 单位 元 为 C —5 K — B. 
证 只 要 证 明 对 f € G(C, B), FEX f E G(C, B) fi fx fo! = ne. Hf 
在 次 数 <n 的 元 已 定义 . 设 ze Cn, V(r) =1824+20E14+S zx 8r, S 
f (a) = -f (2) - M f(r)f i) 
则 容易 证 明 Af S fyl) =0 = ne(x), 4 degz > 0, 因 此 fx f^! — ne. EE. 
定义 2.6.3 ” 设 B 为 域 K 上 的 分 次 连通 Hopf 代数 , B 的 恒 同 映射 在 G(B, B) 
中 的 逆 叫 做 B 的 典 则 反 自 同 构 , 记 为 om (BOM EI SEB). 
命题 2.6.4 cp: B — B 满足 : 
(1) c(1) — 1. 
(2) Æ pla) = doa) @ a7, dega > 0, Wl] Y^ a/c(a/) = 0. 
证 Fi (1 @c)p = ne, Jl dega > 0, Ya) = Sa, @ ay, AO = (18 c)u(a) = 
$ajc(a7). c(1) = 1 是 显然 的 . WHE. 
例 2.6.5 4G 是 李 群 , 则 同调 群 H.(G) 是 Hopf 代数 , BUN g g^ 导出 典 
则 反目 同 构 
c: H,(G) —^ H,(G) 
命题 2.6.6 4 B 如 上 , 则 下 图 可 换 : 
B&B Ê, 
lege 
B8B C, 
IT 
B&B Ê, B 


UJ 
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BPX} by, b2 € B 有 c(bib2) = (—1) 5l lo2le(b,)e(b,). 
证 ORR. 
命题 2.6.7 Æ B 的 乘法 可 换 , 或 上 乘法 可 换 , 则 o =1:B— B. 
证 只 要 证 c^ *c-— ne. 这 里 有 


° e= plee ceW 


= ó(c&c)(c& 1)v 
= chT (c @ 1)v 
=co(c@ljp (HK oT) 
= cne = ne 
证 毕 . 
命题 2.08 dc B 一 B 为 典 则 反 自 同 构 , 则 e 的 对 偶 c: B* — B* 也 是 典 则 
反目 同 构 . 


证 由 (1G c)v — ne, 1H v*(1e c*)o* = e*n*. TER. 
下 面 讨 论 Steenrod 代数 4 的 典 则 反 自 同 构 
c4 一 4 
Æ a 是 4 的 原初 元 , 则 a:1 十 1:c(a) = 0, c(a) = —a, 因此 对 A 的 原初 元 Qn, PL 有 
c(Qk)=-Qrk, cP')=-P 

一 般 的 c(P”) 可 由 2 PeP’) = 0 计算 , 如 果 通 过 对 偶 代 数 来 计算 可 以 相对 简单 

整数 nn 的 长 度 为 l(a) 的 有 序 分 割 是 其 和 为 m” 的 正 整数 有 序 序列 (a(1), a(2),…， 
a(1(o))). n 的 所 有 有 序 分 割 的 集合 记 为 Part (n) (例如 Part(3) = {(3), (2, 1), (1,2), (1, 
1,1)}). Part(n) 有 2^7! 个 元 . 已 给 有 序 分 割 o € Part(n), oli) 表示 部 分 和 » a(j). 


命题 2.6.9 ”在 对 偶 代 数 A* 中 


L(a) 
G= Y, cw Sn 


a€Part(n) 


(例如 (Es) = Es + AE + EF — EE). 


SEM Y =0 
i=0 
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因此 


n—l 


en) = -Y ele; 


i=0 
用 归纳 法 即 可 证 明 . 证 毕 . 
因为 运算 a cla) 是 反 自 同 构 , 可 用 命题 2.6.9 决定 任意 基 元 E(R) HG. 过 
渡 到 对 偶 , 我 们 得 到 以 下 公式 . 
已 给 序列 R= (71,…,7k,0,…), 考虑 方程 
L(a) 


Ti = `S `S >》 biag Pya (*) 
n=l a€Part(n) j=1 
i = I, 2, 3, ttt 其 中 Óio(j) Al Kronecker 指数 ， He Al Ya 为 非 负 整 数 . 对 每 个 解 Y, 
定义 S(Y) = (81,52, -) 为 
Sn = ` Ya 
aéPart(n) 


(因此 $1 = Un 8i = Y2 + Y(1,1) 等 ) 定义 系数 (Y ) 为 


b(Y) = [y2; 93,1)]19/3; 9(23): 9,2» Ya,1,1)] tt 


[| sa! 
IEZ 
Q 


定理 2.6.10 (参见 文献 [2] 定理 5) c(P®) = (-1) t+" Soy) PSM), 其 中 
AAPOR T HTE (*) 的 所 有 解 . 
方程 (*) 的 第 i 个 方程 的 系数 


l(a) | 
Y. à; Up 9? 
j=l 


是 正 的 , 如 果 序列 a = (o(1), o(2), alla) 包含 整数 而 其 他 情况 下 这 个 系数 
为 0. 在 i>& 的 情况 下 , ZEXI ri = 0, 这 时 对 每 个 包含 i 的 a 必 有 Va=0. 

作为 例子 , 设 = 1, E R = (7,0,…). 因此 a 包含 大 于 1 的 整数 , 则 
ya = 0, 剩 下 的 分 割 为 (1), (1,1), (1,1,1), 从 而 有 


81 = Yl, $62 = V1.1; 63 = Y1,1,1,°°° 


方程 (*) 化 为 
六 一 5s1 十 (1 十 p)sz 十 (1 十 D 十 p2)s3 十 …. 
这 刚好 是 如 下 的 维 数 限制 
dim P? = (2p — 2)s1 + (2p? — 2)s2 +-+- 
=dim Pr = (2p — 2)r 
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推论 2.6.11 c(P") = (-1)" Y] P5, 其 中 和 式 取 遍 所 有 具有 正确 维 数 的 PS. 
例如 c(P2?+3) — — P2pt+3 _ p(pt2,1) _ p2, 


2.7 Steenrod 代数 中 的 一 些 公 式 


在 本 市 我 们 将 利用 Steenrod 代数 A 的 Milnor 基 证 明 一 些 公式 . 

定义 2.7.1 — Wt k HR, B 为 分 次 连通 的 大 上 的 Hopf 代数 . H = Hom,(B, B) 
表示 所 有 使 fo = nco: Bo 一 Bo 的 次 数 为 零 的 向 量 空间 映射 /的 集合 . 若 f,g e H, 
令 fxg=gja@og)up 其 中 办 为 万 的 乘法 和 上 乘法 . 0e 互 是 正 维 数 时 为 0, 而 零 
维 数 时 为 moeo 的 向 量 空间 映射 . 

命题 2.7.2 (1)0*f=f*9=f. 

(2) Æ B 可 换 且 上 可 换 , 则 fxg=gx*f. 

(3) Æ B 可 结合 且 上 可 结合 , 则 运算 * 可 结合 . 

(4) Æ f 为 代数 映射 , 则 f(g« h) = fox fh; BË f 为 上 代数 映射 , 则 (gx*h)f = 
gf *hf. 

(5) Æ S g 为 代数 映射 , B 可 换 且 可 结合 , 则 f g 也 为 代数 映射 

(6) Æ fig 为 上 代数 映射 , B. 上 可 换 , Du] fo g 也 为 上 代数 映射 

定义 2.7.3” 设 A 为 modp Steenrod 代数 ,H = Homz,(A, A) 如 定义 2.7.1, JA 
ANTE X tr € H WF: ti = 1,t2 =1%*1,t, = 二 tr-1*1( 例 如 t2(Sqg*) = > Sq Sq). 

i=0 

BP=1+P'+P?+---,R= (rra) 记 G = OTO- 其 中 规定 
0° = 1. 

定理 2.7.4 (Peterson!) t,(P) = > (%)PR. 

R 


推论 2.7.5 4 p =2, to(Sq) = Y. Selk) = Y. Sq (00-2. 
. k=0 k=0 
为 了 证 明定 理 2.7.4, 先 证 明 以 下 引 理 ， 考 虑 对 偶 映 射 CAT _，4*， 由 命题 
2.7.2(5), tz 为 代数 映射 
引 理 2.7.6 
«(69 = (1)e (mod 1) Œ> 0) 
t (Tk) = 0 (mod I) (k 2 0) 
其 中 pk =1lt+p+---+p 1, 而 I 是 4* 的 由 &,&3,… 及 TT, 生成 的 理想 . 
证 对 7 (PIM. 4 r= 1, tt ETS, 显然 成 立 . 设 对 7 一 1 已 成 立 , 则 


k . 
tr(Ee)= » 6 a2)" G 
i=0 
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=tr_1(€k)é0 + tz 1 (Exi) & (mod I) 


(ur) (uem mar 
- @ £^ (mod I) 


类 似 地 有 tz (mx) = 0 (mod I). 
定理 2.7.4 的 证 明 it m = 6p 6y 人 为 4* 的 单项 式 , 则 


(Pm) = (my = (D) (2) -- 


am BaF ti, 则 (tr(P),m) = 0. 证 毕 . 
引 理 2.7.7 LOH (mH) — (—1)m*i (ri-1) (j » 0). 
证 
t t +j-1 十 7 一 1 
paet- Sam) 2n) 
-C ‘yet (mts *) 
引 理 2.7.8 (9*7!) = 0 (mod p). 


证 i om = bop" + bip"! +- (0 < b; « p) Jg m BS p HBA, WA 
(p+ 1)m = bop” + (bo + b1)p"*! 十.…, 从 而 有 


(p+ 1)m — 1 — (p — 1) - (p — 1)p +-+ (p — 1)p"^* + (bo — 1)p" + 


TE (p-- 1)m — 1L fI m 的 p 进 展开 式 中 ,对 应 于 p" 的 项 的 系数 有 (^7) = 0(mod p). 
因此 引 理 得 证 . 

由 引 理 2.7.7 和 引 理 2.7.8, $ j = pm, 则 有 如 下 引 理 . 

引 理 2.7.9 yy (thm) = 0 (mod p). 


定理 2.7.10 (Peterson) Pz(k) = y (—1)stkp@+1)k-sps 即 所 有 长 < 2, 次 
s=0 
BON k(p + 1)(2p — 2) 的 可 许 基 元 的 符号 和 . 
证 由 推论 2.5.4, 对 可 许 的 PEPS 有 


Ptps = 3 ( 十 3 一 (p + » plt+s—(p+1)i,7) 


5 一? 
?一 0 


因此 
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k 
3 (71): pGetDk-s ps 
s=0 
k 8 . 
E y »»c 1)? (" + DE 一 ? P((P+1)(k-4), 4) 
s=0 i=0 $71 
k—1 k 
E yc 1) (e + nee ? pG1)-2),4) 十 (-1)kpQ.9 
?一 0 s=i 


但 是 , 由 引 理 2.7.9, mod p ALY FER: 


Yeu (PFE) = eye ey (e+ m) =0 
证 毕 
推论 2.7.11 


to(Sq*) = L sist- “一 0， “4 k £0 (mod 3) 


一 0 
2k —] 


` Sq'Sq*—* = 0, “4k = 0 (mod 3) 


证 第 一 个 由 推论 2.7.5, 第 二 个 由 推论 2.7.5 和 定理 2.7.10. 

下 面 我 们 再 证 明 有 关 典 则 反 自 同 构 的 一 些 公式 , BE 5S(i) 表示 所 有 形 如 PR 的 
维 数 i 的 Milnor 基 元 的 和 . | 

命题 2.7.12 P™S(l) = > (<? "PB, 其 中 和 式 取 记 所 有 序列 R = (71,72,…)， 
使 得 》 2(p* 一 1)r; =l + 2m(p — 1). 

证 证 明 需 要 注意 到 以 下 等 式 . 若 51, s2,… 是 正 整数 的 有 限 序列 , 而 B BOR 
所 有 bi,b2,… 使 0<b;< s; H DL =k, 则 有 以 下 等 式 : 


这 只 要 通过 在 [[( + zr)" = (1 tam si ph ice —— — 
-E EN <0 tod 


其 中 不 能 被 pi 整除 , 这 只 要 通过 在 (1+ zjrz = (1 +2?) 中 比较 zam 的 系数 即 
可 得 出 . 现在 注意 到 乘积 PSO 中 对 每 个 使 32 pila; =m 的 Milnor 矩阵 
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水 Tı — ay 72 — Q2 -":- 


Q1 Q2 a3 


包含 有 一 项 


II (4) pron) 
Qi 


i 


因此 有 
P" S(I) — 3 > I] (®) PR = » > I] (r) PR 
XYXM "ro" 


HP OR BG FPS (1,72, --) f£ 372(p'  1)r; = 1+ 2m(p—1), A BOR FI (a1,a2; ---) 
f »"p'a; = m, 而 B 取 遍 序列 使 bi = pm. 证 毕 . 

推论 2.7.13 Pme(P") = (-1)^ > (IR) PR. 其 中 |R|= 32 piri, R BORFA 
(r1,72,°++) f D — Dri = (p—1)(m+n). 

证 由 推论 2.6.11, (P^) = (-1)"S(2n(p — 1)). 

推论 2.7.14 

c(Pp” +p" eR) = (1) pp” pr^... prp! 
证 4n=1 RM. 设 对 n 一 1 已 成 立 , 则 


2 


(—1)"P?" pe”? ... ppp! = (—1) pr" "(pr ^) 
= (—1) tr ete pr" 8(2( — 1) 


n—1 


-(—1) Er s(o(p^ — 1)) = e(PP" t nb) 
HFE 2Gp — 1)r; = 2(p* — 1), W Y^ piri = p* -1+9 ri. mi 
1< Vr < 2(p^ — 1)/2(p — 1) 
因此 p" < 3 piri < pd cp, 


Gres en 


从 而 有 P?" S(2(p"-! 一 1)) = S(2(p" — 1)). WEHE. 
定理 2.7.18 ia 20,0 5 1 为 整数 , 则 
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b 
> pP*k e( pp*(b-k)) —0 
k=0 


引 理 2.7.16 a,b 为 整数 使 pe <r < pb 则 
b 
kf T Y. 
DE) MEN (mod p) 


证 WEr=ps+t,1 <s <b,0<t< p, 因此 有 


p*s-t S 
( p°k ) " (mod p) 
这 可 由 在 (1 + zjz stt = (1+2) (1+ 2)t (mod p) 中 比较 a?^* 的 系数 得 出 , 再 由 
等 式 


人 =0 (1<s<b) 


引 理 得 证 . 
定理 2.7.15 的 证 明 由 推论 2.7.13, 定理 中 和 式 的 Milnor 基 展 开 式 中 , PR 的 
系数 是 (RWB Y (2 一 1r = (p — 1)p?b) 


b b 

— 1" (b-k) nk) — (1) Op o) 

xe) (A) =en Den (l 

由 引 理 2.7.16, 这 系数 当 p* < |R| < p*b 为 0, 而 由 R 所 满足 的 等 式 , 给 出 
|R| = $ ptr = = [ — 1)p*b + "| 


i21 i21 


同时 有 
0< Y ri & —— Y (pf - Dri = pb 
p-l i21 
因此 所 需 不 等 式 (因为 > 1) 
= .pb < |R] < p°b 
成 立 . 证 毕 . 


推论 2.7.17 Sq" +c(Sg””) = Sg els) ,其 中 n>0. 
证 Ae FE 2.7.15, p=2,a=n-—1,b=2. 
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谱 的 同 伦 范畴 实际 上 就 是 稳定 同 伦 范畴 . 首先 解释 “稳定 ”这 个 名 词 . 我 们 说 某 
些 现象 是 稳定 的 , 如 果 它 出 现在 任 一 维 数 , 或 者 出 现在 充分 大 的 维 数 , 并 且 它 不 依赖 
Fax HEUS Er, 而 是 在 维 数 充 分 大 的 时 候 , 以 相同 的 方式 出 现 这 种 现象 . 

例 3.1.1 Freudenthal 定理 (W, [1]P.85) 指出 , ILHE (suspension) 同 态 


S: nnr S”) > tror41(S"t*) 


3 n >r+1 AA. 例如 rn+l(9") € 144,2(87*1) & Za , 34 n> 2. n+r(S") H 
n>r+1 叫做 球面 S" 的 稳定 同 伦 群 . 
为 了 描述 这 种 稳定 现象 , 我 们 引进 谱 的 概念 . 
定义 3.1.2 CW i£ 是 一 序列 有 基点 的 CW 复 形 {(En,*)}nez, 使 每 个 En 
的 双 角 锥 SE, 是 (RARAP) En 的 子 复 形 , 即 存在 内 射 或 幅 入 en: SE, > Ent. 
CHF CE 是 由 子 复 形 Fr C E. 所 组 成 使 SF, C Fa 
注 en 也 可 以 减弱 为 一 般 的 胞 腔 映 射 , 因为 可 以 构造 谱 E' = (EL) 和 同 伦 等 
Ul tn: En > En 使 下 图 可 换 : 
SE, C Eja 
| Srn | Tn41 
SEn = Eny 


Bj 3.1.3 Æ X Æ CW BH, 可 以 定义 谱 E(X) 使 


*, 当即 < 0 


E(X), = 
(x) | ox Ano 


定义 3.1.4 TÉ FC ERNA neCZA Fn = *, RATE FER 
—oo 维 胞 腔 . it es 是 En 的 d 维 胞 腔 (24 d = 0 不 同 于 基点 *), 而且 es 不 是 Eni 
中 任 一 胞 腔 的 双 角 锥 , 则 子 谱 (ed, Sed,---,5"e2,..- RA EW d-n HERRUES (这 里 
S'ed 是 Entr HE). 谱 E 称 为 有 限 的 , 若 E 只 有 有 限 个 胞 腔 . 
定义 3.1.5 BEM n BRE” fé E WAS <n 的 胞 腔 的 并 集 , 因此 
Ale TF 
C E?) c gn) c... 
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mA LJ EC? = E. 

neZ 

定义 3.1.6 ” 谱 之 间 次 数 7 的 函数 S: E — F FIRS fn: En — For 使 
以 下 图 形 


SE, 5 Sk, 
| en l6, 


fn41 
En+1 —23 Fur 


可 交换. 下 面 首先 讨论 次 数 0( 即 r= 0) 的 情况 . 

定义 3.1.7 FC E RA E PIER (cofinal) 子 谱 , 知 对 任意 胞 腔 en C E 存在 
m 使 S™en C Frim. 显然 , 对 有 限 子 复 形 Kn C En, 也 存在 m f S™ Ky C Fin. 

引 理 3.1.8 (1) 两 个 共 尾 子 谱 的 交 仍 是 共 尾 的 . 

(2)E”C E'CE 使 在 E 中共 尾 而 E" xk E' PIE, Wi] E" # E PRE. 

(3) 共 尾 子 谱 的 任意 个 并 集 仍 是 共 尾 的 . 

证 明 是 显然 的 . 

定义 3.1.9 REF Wis. S 为 所 有 (EP) 的 集合 , 其 中 E' c E 是 共 尾 子 
BE JCE 一 下 为 函数 . 在 S 中 定义 如 下 关系 : (E, f^) ~ (E", f") 当 且 仅 当 存 在 S 
中 的 (E"", f") f E" CE OE" 是 共 属 的 且 fler = fler = f". 由 引 理 3.1.8, 
容易 证 明 这 是 等 价 关 系 . ELE E B) F ERI fE >F APSR (UE, f) 

为 了 定义 两 个 映射 的 合成 , 完 证 明 以 下 引 理 . 

引 理 3.1.10 WX f:E 一 下 为 谱 之 间 的 函数 , 若 F C F 是 共 尾 子 谱 , WAJ 
BTH E CER f((E)cr-r. 

证 UU R ÆRA (G) CF hE Tis C 所 组 成 的 族 , 令 E' = UcerG, 则 
E' Æ E 的 子 谱 使 f(E) CF’. 只 要 证 明 E' 在 五 中 共 尾 . We = (eu Ses, 为 
E 的 任 一 胞 腔 , 而 L C En ÆR en 的 有 限 子 复 形 , 因此 f(L) K, K 为 Fn WAR 
子 复 形 . 由 F EF RRE, FE m fii SK C F5, 从 而 f(S"L) C 到 mm 因此 
G={S™L,S™''L,..-} R& E OTK, (E f(G) C F', BL G e R, Al {Sen} C 
E', 证 明了 E'TE E PAE. 证 毕 . 

定义 3.1.11 ERÄ f: > F EFNA ((E', 了)}, 映射 g: F 一 G 是 等 价 类 
((F',9)). 由 引 理 3.1.10, 存在 E" 使 f(E") C F', WER gf: E ^ G 定义 为 等 价 
类 {(E”,g'f'|p')} 

定义 3.1.12. Æ E= {En} 是 谱 , (X,20) 是 CW 复 形 , EXM EAX ={E, A 
XY, 其 中 入 表示 压 挤 乘积 (smash product). 这 是 因为 S(E, ^X) — S A(E,AX) & 
(SLA En) AX C Enp AX. GARR f: E > F ACW 复 形 的 映射 g: X Y, 
f^g:EAX > FAY BU (E'AX,f'! ^ g) 为 代表 的 映射 (因为 由 五 在 五 中 共 尾 ， 
容易 得 出 BE’ AX FE EA X PHB). 
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定义 3.1.13 PRA fo, fi: E — F 叫做 同 伦 的 , SER fe hE AIT — F 
使 hoio= fo, hoi, = fi, HA do d: E EAI* 为 到 了 T+ 中 的 0, 1 HAW, It 表 
示 闭 区 间 [0,1] 和 一 个 不 相交 基点 * 的 并 集 . 

注 Æ fo fu E FUA (Eb, fo) (Ei fi) HRR, M fo fi 当 且 仅 当 存在 共 
BTR E" C EAN E, 和 函数 h" E” Mt  F, {E ho = foler, h1 = filer. HE 
是 等 价 关 系 , 用 [E;F] Ra E 到 FF 的 次 数 是 7 的 谱 映 射 的 同 伦 类 的 集合 . 对 象 
(object) 是 CW if, 映照 (morphism) 是 次 数 7 的 映射 的 同 伦 类 , 则 构成 一 个 范畴 
(category), 我 们 称 之 为 谱 的 同 伦 范 畴 , 或 稳定 同 伦 范畴 , 记 为 SP. 

注 任意 谱 互 和 它 的 共 尾 子 谱 瑟 ' 是 同 伦 等 价 的 . BAAN BR: E' 5 ERE 
一 个 内 射 映射 i, 而 恒 等 1: E' o E 决定 映射 f: E — E' 使 合成 foi= 1g, iof = lp. 

定义 3.1.14 EF f:E 一 下 的 映射 锥 Us CE 是 一 个 谱 ((F Us CE)n} 
使 (FU; CE), = Fr Up (EL ^ I), BP (E', f^) 是 映射 f£. 的 代表 . 大 (EU, f") 是 
f 的 另 一 个 代表 , 则 (Fs Up (En AD} 和 {Fn Ugo (En ^ D] 有 公共 的 共 尾 子 谱 
{Fin Ug (E! ^ D), 因此 是 同 伦 等 价 的 . 

定义 3.1.15 ”一 族谱 {8*}aea 的 一 点 和 V Ea 定义 为 

(Vea) - vss 
因为 S UE = V SHE C V Ean 

定义 3.1.16 对 任意 谱 E = {En}, 定义 谱 EB 为 (ZE), = Enyi, W UE 
为 (SOE), = Eni, M XE = X(£71E), ETE = DD rtp) 4G hEOF 
为 函数 , 定义 2+1f: OE — SHF [EO (Lt fn = fra A fE — F AR 
St, 可 定义 映射 DHS DHE 一 XE BG fo ~ fi, W Et fo ~ OF Sf. wR 
定义 Uf = (E-I), Ef = DHETH). 因此 ESP 一 SP AMT, 而 且 
Ero Dh = Ut 对 任意 mr' e Z. 另外 , 次 数 0 的 映射 f: "EB 一 下 就 是 次 数 7 的 

定义 3.1.17 Bie E(S?) 为 

0 *, “4 n<0 
sm - | xno 
则 E(S9) PARI, 有 时 简 记 成 球 谱 5", 定义 任意 谱 E HJ n 维 同 伦 群 zn(E) = 
[="S°; E] = [S°; E]n, Xt n € Z. 这 个 同 伦 类 的 集合 是 一 个 群 , 因为 有 以 下 命题 . 
命题 3.1.18 [5°S°; E] 和 群 的 正 向 极限 
dirlim, ty+%(Er, *) 


一 一 对 应 , 因此 前 者 的 群 结构 可 由 后 者 决定 . 
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证 首先 , 2"S0 有 共 尾 子 谱 E"CUCE(S")(r > 0), BR S:T EIS) — E tee 
是 CW 复 形 的 映射 f:S" 一 Ern 和 它 的 双 角 锥 39? 万 57r+ 一 S*E, 4 C Eris. 
BE nik( Ex, *)(k 2 min(2,2 — n)) fifa] zs 

Tak (Ek, *) = tngk (SER *) E> moi (Eget, *) 
定义 了 Abel 群 的 正 癌 极限 群 系 , 因此 可 定义 
a: [X^ S9; E] 一 dirlimy 144% (Ex, *) 

为 ET E(S"), f) = {[f]}. a 显然 是 满 的 .  {[f]} = 0, BIER PRAY XE SC, 存在 
S* 的 零 伦 (FEA s) H: 9 ** A I+ 5 Eppson. 因此 , (X"777*87** A I*, H) 决定 一 
个 谱 映 射 ES 入 I+ 一 是 {2" "EE(S"), f} 的 零 伦 , 因此 o 是 单 的 . 证 毕 . 

定义 3.1.19 ” 谱 映 射 f:E  F ness] feo Ur, 如 果 f 导出 同 构 fa: T(E) 
— ATn() (BTA n € Z). 

引 理 3.1.20 KARA RAH RRE 

E + F 
gJ? Nk Th 


2 


Dis = ðe 一 e 


BI fg 之 hlae, FL f 是 弱 同 伦 等 价 , 则 存在 函数 大 使 fk 之 h. 这 里 e 是 一 个 谱 胞 腔 
de> e 为 内 射 . 

证 因为 e 二 felt! Sedtl S2ed+1 ...) 是 谱 胞 腔 ， 而 yd go — De = (S4, Sd+1， 
S^*2....) 是 球 谱 . 因此 存在 六 使 % = S"* Ng wh, = SY+Nh_n. 设 My, 表示 
CW 复 形 映射 fe: Ex 一 Fe 的 映射 柱 , 从 而 Ex 是 Mr, 的 子 复 形 . 因此 映射 偶 


(+N h y, SHEN Gy): (ette, Qedtht!) 一 (My, Er) 


决定 群 dirlim, ma. 41(M5g,, Ex) 的 一 个 元 素 . 但 是 序列 


dirlim metal Ber) MA dirlim a4 4(Fk) > dirlim marr (My, Ex) > ++- 


是 恰当 的 , 且 设 dirlim, fy 是 同 构 , 因此 
dirlim, Ta+k+1( My, , Ex) = 0 


从 而 (hi, gx)) 为 0, 因此 存在 内 :edtr+l — E. B hloer = STING w HA 
Sr*tNh w 到 frh. WIG Rett AIt FL. W 


TN gmt BM -N<m<r, "REL 4 —-N<mc<r 
m ertdtl A mèr, m Sh, mèr 


以 及 


€ 
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kim (a, t) = fmGm(2), 当 -—-N<m<r 
ue S™-Tk! (x,t), M mer 


则 e' YE e HIER, H km 决定 了 所 求 的 &. 证 毕 . 
引 理 3.1.21 ” 设 有 谱 和 映射 的 同 伦 可 换 图 形 


E 4 
gt Nk Th 
A C 


Hl fg ~ Ala, E SAARES, WEER k: X> E OE fk oh, HK BH OD 
x. 
WE EA REO (X'h), FH WORE (AC AT* B) WEB A CX'.f 的 
代表 为 (E', f^). 
4 
A'cVcx' 
S=<(V,K’)| 天 :AT 一 天 将 iv 


变形 为 合成 V Ke Lr 


则 S 非 空 , 由 Zorn 引 理 , S 有 最 大 元 (V, K'). BV E X' 中 不 是 共 尾 的 , 则 有 胞 腔 
ed CX) 使 对 某 m, S™en ZVnim. 令 X' 的 胞 腔 
e = (ed, Sed, S?ed,...) 
mH V'=Vue, MV C V'c X'. 因为 
de = (54-1, Sd, giti.. J= yd 一 190 
H fs: ta-1(E) 一 ma-i(F) 为 同 构 , 因此 存在 同 伦 $:0e ^ I* — F f po — hlae, fi 
为 合成 ðe E' 一 F, ill à 可 扩张 为 Be 人 I+ > F fi by = hls, pi 为 合成 
e 5 E! L F(A[BE 3.1.20). 因此 , 5 和 K 合 在 一 起 为 
K": V' AIt => F 

是 h 和 fk" 的 同 伦 , 其 中 kV 一 E'. 因此 与 (V, K") 是 S 最 大 元 矛盾 , 从 而 V 是 
X' 的 共 尾 子 谱 . 令 K = (V AIT, K)}, UK d& h MER x ES FE. 
MEHE. 

EH 3.1.22 b f EF ARARA, WIERY X, fa: [X; E] > [X; F] 
一 一 对 应 . 

证 由 命题 3.1.21, 取 4 = * C. X, 得 出 f 是 满 的 . A fko ~ fki, ABH 
H:XAI*'—F fii Ho = fkog, Hi = fk. X'—XAI*, A'-XAI*U(*AI*), 
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G:A — E, 由 ko, ky 定义 , 则 有 同 伦 可 换 图 形 


E +, F 
GT NK 1H 
A' C X' 


从 而 由 引 理 3.1.21, 存在 K: X' > E f K|4 = G, 因此 K 是 ko, ki 的 同 伦 , f 是 一 
一 的 . 证 毕 . 

定理 3.1.23(J.H.C.Whitehead) f:E— F BBRCSO4HWY f 是 同 伦 等 
价 . 

证 c f 是 弱 同 伦 等 价 , 则 f: [FE] 一 [F; F] 是 一 一 对 应 , 有 映射 g: FE 
使 fg ir. X f.|gf] = [gf] ^ [1e - f] = [S] = [f 1e] = Alel, 因此 of ~ le, f 
是 同 伦 等 价 . 证 毕 . 


3.2 上 纤维 序列 


定义 3.2.1 ”对 任意 谱 映 射 f: 一 ,以 下 序列 
E f, F Jj, F Uf CE 
叫 特殊 上 纤维 序列 .( 一 般 ) 上 纤维 序列 是 序列 G 一 五 一 K 使 下 图 


G— H — K 


la JB LY 
E+, F-5 FU,CE 


同 伦 可 换 , Ha, B, y 为 同 伦 等 价 . 

命题 3.2.2 ”存在 映射 上 使 以 下 序列 

Bp ru CES EAS FAS! 

SEA SE PT BR TE I. ST Ee. 

证 可 由 CW 复 形 情况 下 的 上 纤维 序列 (或 者 称 为 Puppe 序列 , 见 [2238 2 
JE 6.4.7) 再 过 渡 到 CW 谱 而 得 到 . 证 毕 . 

定理 3.2.3 FEMS f: EAS’ 一 XE 使 对 于 也 的 映射 是 目 然 的 . 

证 CE, =E,A{n}t Y STE Ep A(k,k+1]* (n € Z), $ tn: EL 5 En 为 投 

<n 


射 , 这 定义 了 一 个 函数 从 而 决定 谱 映 射 r: E > E. in: En > E, dé rn 的 同 伦 逆 , 因 
Ji rum. (Ej) > Ta (En) 为 同 构 ram. (E") 涯 nx(). 由 定理 3.1.23, r 是 同 伦 等 价 . 

将 点 (cos2nz,sin2nx) e S! H x 表示 (0 < x « 1). HEA H: (S1 AS!) xo 
SASHA 
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H([r.y].t) = [z +t(1 -z - y) y+t(z-y)] (O<2z,y<1) 
因此 A([x,y],0) = [z,y], A([z,y], 1) = [v(y), z], 其 中 vy) = 1— y. 定义 fn: En ^ 
S! > Eny A 
falé, n, y] = [v^(y),£] € S! A En C En 
fals,x,€,m +t, y] = [s, H (Ir, v" (y)], t), €] € S" Em 


因此 f 连续 且 S fa = fealsug sy, 从 而 得 出 函数 f: E! ^S! — XE. 

VE gn: SE, — E, ^S! (8 gn[x, £] = [6 n, v^(z)] 满足 9n|s2 E, ., ~ S9n-1 fngn = 
l, gafn c 1. 因此 farm (E! AST) 一 2, (SE) 为 同 构 , 由 定理 3.1.23, f 是 同 伦 等 价 . 
显然 了 对 五 的 映射 是 自然 的 . 证 毕 . 

推论 3.2.4 f:E > F 导出 上 纤维 序列 

E -L F b FU; CE > DE %6 EF 

推论 3.2.5 ”可 给 集合 [E;F] 以 Abel 群 结构 使 合成 是 双 线 性 的 . 

证 AAR E ÆTTA, 因此 X: [E;F] 一 EE; EF] 是 一 一 对 应 .由 定理 
3.2.3, [ZE; UF] 一 [EA S}; FA S!] 也 是 一 一 对 应 . 因此 o: [E; F]: > [EA S*; FA S?| 
也 是 一 一 对 应 . 但 S? 是 可 交换 H EER ( 见 文献 [1]29 页 2.43), 有 可 换 上 乘法 u: S? 一 
S? v S? 导出 EA S? 的 可 换 上 乘法 


u: EAN S? = EA(S?v S?) = (EAS?) V (EAS?) 


因此 w 导出 [E ^ S2; F ^ S?] 的 Abel 群 结构 ( 见 文献 [1]29 页 2.44), 再 按 以 上 一 一 
对 应 关系 给 出 [E;F] 以 Abel 群 结构 . 证 毕 . 
5| 3.26 已 给 如 下 谱 和 映射 的 同 伦 可 换 图 形 
G-L H K-5, Gas HAS! 
| a 18 Ly LaAl {BAI 
aot, gc K gAsST Aas 


使 上 下 横行 为 上 纤维 序列 , 而 且 第 一 和 第 四 方块 同 伦 可 换 , 则 存在 映射 y 使 所 有 方 
块 同 伦 可 换 . 

证 AMI K =HU,CG, K' = H' Uy CG’. AA H ABATE Mg 同 伦 等 价 ， 
因此 不 妨 设 9 是 内 射 . 选择 8 的 代表 (B, 6’), g' 的 代表 (A, P") 和 o 的 代表 (A, 0’) 
使 g(A) C B, H o/(A) c 4, 则 有 同 伦 可 换 图 形 

A- B> Bu,CA> AnS? Bas! 
| a! |8' Ly |o ^1 | Brat 
AS, wo H'UpCA' > A ASÍ g'As 
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使 g: A 一 BAA f'o! ~ B'g. 因为 a', B, f', g 都 是 函数 , 容易 看 出 CW 复 形 
的 同 伦 扩 张 性 质 可 以 推广 到 CW 谱 和 它们 之 间 的 函数 . 因此 存在 函数 0": B 一 H' 
fi f'a! = B"g Tij 8" ~ B'. BMY H Yle = p", Vea = Ca:C4 > CA’. 因此 若 
B 换 成 8", 图 形 严 格 可 换 , 而 对 8' 则 同 伦 可 换 . 证 毕 . 
命题 3.0gs0 若 G -全 末 一 天 为 上 纤维 序列 , 则 对 任意 谱 E, 以 下 序列 
LE; G] 2> [E; H] 25 [E; K] 
[G; E| 4— — [H; E| —— — [K; E] 


证 (1) H Ag ~ 0 1H hog. = 0, Alt img, C kerh,. # f:E — H f hf ~ 0. 
将 引 理 3.2.6 应 用 到 如 下 图 形 : 


EŻ% EAI*5 EAS! EAS! 
|f lh |k | Al 
H- K o GASB Fas! 


其 中 h:EAT 一 KK 为 hf 之 0 的 同 伦 , WATE RE (galka f ^1, 由 自然 等 价 
o:[E;G] 一 [BAS1;GAS!]( 见 推论 3.2.5 的 证 明 ), 存在 k: EO GER ALY k. 因此 
(gk') 人 1 = (g 人 1)(k'A1) & (g^l)k = f ^1. 再 由 自然 等 价 o: [E; H] ^ [EAS'; HAS"), 
Wü) gk’ ~ f, Bh g.[k'] = [f], ker hy C img. | 

(2) 容易 得 出 im h* C kerg*. Æ f:H — E f fg ~ 0, 将 引 理 3.2.6 应 用 到 如 下 
图 形 : 

G-L HY K= Gas} 
{ |f Lf id 


1 
x — E— E x 


则 存在 fK — Ef f’h~ f, Bl h*[f/] = [f], kerg* C imh*. 证 毕 . 
下 面 说 明 常 用 的 一 种 所 谓 回 拖 (pullback) 的 概念 ， 设 有 映射 fX o W 和 
0:Y —^W, 
UL x. y 
| Lf {1 
UC we V 


GOV -DW U 为 上 纤维 序列 且 使 以 上 图 形 同 伦 可 换 . 因此 有 如 下 命题 . 
命题 3.2.8 ”已 给 映射 SX 一 W, V 一 W 则 存在 谱 Y( 称 为 回 拖 ) 和 映射 
k, l, kM g 有 相同 的 上 纤维 U. 
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33 广义 同调 论 和 9 iif 
定义 33.1 Bh (X,20) 是 zo 为 基点 的 CW 复 形 , ”是 整数 , E 为 任意 谱 , 我 们 
将 
E,(X) = mn (E A X) = [X"^S5 E^ X] 
E"(X) = [E(X); ^ E] = [Y ^S? ^ X; E] 
分 别 叫做 相应 于 谱 己 的 ( 约 简 ) 广义 同调 群 和 ( 约 简 ) 广义 上 同调 群 . 若 f: (X29) 一 
(Y, yo) 是 保持 基点 的 CW 复 形 之 间 的 映射 , 则 /导出 五 同调 群 和 五 上 同调 群 之 则 
的 同 态 | 
En(f) = (1 ^f)« E. (X) > E«(Y) 
E"(f) = E(f): E"(Y) 2 E"(X) 
因此 E,(—), E^(—) 分 别 是 CW 复 形 范畴 PW 到 Abel 群 范畴 Ab AY IE PAD SC ER 
子 . 
定义 3.3.2. XXfg HE [RT TAI 
On: En (X) > En4i(SX), o”: E^*1(S X) 一 E"(X) 
定义 为 如 下 合成 : 
On: En(X) = [E^ S8; E A X] Z9[E^*159; XE ^ X] 
—,[X^*99; EA S! A X] = Eni (SX) 
o^: E^* (SX) = [E(SX); ^1 E] Č [XE(X); E^ E] 
E [E(X); =" E] = E"(X) 

引 理 3.8.8. i E HARM, {F*}aea 是 下 的 一 族 子 谱 使 指标 集 4 为 有 回 集 ， 

mi (F^) 按 包 含 关系 也 成 为 有 向 集 , BP -U Fe, 则 内 射 is: F^ 一 了 导出 同 构 
{ia}: dirlim; [E; F^] — [E; F] 

证 AA E= {E} 是 有 限 谱 , 存在 整数 NN 使 En AAR CW 复 形 而 En = 
S"-NEN (m > N). Zi f:E > F HAWA (EF) 为 代表 的 谱 映 射 ,我们 可 假定 
EN = En( 必 要 的 话 可 增加 IN), 则 存在 有 限 子 复 形 K C Fn 使 (EN) C K, 因为 
A 是 有 向 的 且 UF’ = F, 存在 oo fi K C Fw, E" Jg EBERT IE 

" | *, “m< N 
E! = 
Sm-NEw, 当 mzN 
而 f'E > P Wem P" = feos 则 CE". I) 决定 谱 映射 gE Fee 使 
iaox [9] 一 [f], 因此 fias} 为 满 同 态 . 


3.3 广义 同调 论 和 N 谱 “ 55. 


Æ g; E FP 使 {iasH{[g]} =0, h: EAI* > F 3 igg WEEE AIT 仍 是 
有 限 谱 , 可 重复 以 上 证 法 , 找到 y > 8 和 359 的 零 伦 , 其 中 和 4: F^ 一 FY 为 内 射 . 因 
此 出 止 向 极限 的 定义 , {[9]} = 0, BI {ia} 单 . HERB. 
推论 3.3.4 WER EA CW 复 形 Y 的 一 族 子 复 形 {Y*}aea BUR AU m 
RS AY =UY*, WAH ix: Y> Y 导出 同 构 , 即 
{ias}:dirlimy E,(Y?) > En(Y), nez 
证 ”这 恰好 是 以 上 引 理 3.3.3, mS Fe = BEAY”. 因为 US 是 有 限 谱 . 证 
毕 . 
定理 3.3.5 | MMR TE. (—): PW > Ab 满足 以 下 公理 : 
(a) 恰当 公理 : 对 有 基点 的 CW 复 形 偶 (X, A, ro) 存在 自然 变换 O,: ES(-) 
一 E,-1(—) 和 恰当 序列 如 下 : 
> E,(A) 全 E,(X) 2 E,(X U; CA) 2 Ei1(A) >- 
(b) 一 点 和 公理 : i (Xo]oeA 是 一 族 有 基点 的 CW 复 形 ， la: Xa 一 V Xa 为 内 
射 , 则 
{ian}: ® En(Xa) =, En(V Xa) 
(c) 同 伦 公 理 : Æ f œg: (X, x0) — (Y, yo) W f. = gx: En(X) > En(Y). 
ub (a) B% E = {En}, WA En A(X U; CA) S E, AXUC(En ^A) (n € Z), 
因此 


LAi 1Aj 


EAAS EAX IS EA(XUCA) — X(EA A) 
是 上 纤维 序列 , 由 命题 3.2.7, 以 下 序列 恰当 : 


5 [5"99; E A A] V^ [on go; p A x] As 


[E^59. EA (X U CAJ 5 [E^S9; XE A A] 5 --- 
这 就 是 所 求 的 E 同调 群 恰当 序列 . 
(b) 首先 证 明 
(x, iy): En(X) 6 E,(Y) — E,(X VY) 
设 f:U(EAY) 9 EAX 为 常 值 映 射 , 则 以 下 为 上 纤维 序列 
X-(EAY)-ÀGEAX IS (EAX)U; C(E-3EAY) 一 EAY o EEAX 
其 中 (EA X)Us C(S“1EAY) © (EAX)V(EAY) =x EA(X VY), 而 且 存在 映射 
LEA(XVY) > EAX fi lix e 1. 因此 有 短 恰当 序列 
0— E,(X) 95 E,(X VY) “> E,(Y) —0 
mE lixs — 1, AMEIPA: 
(ixx, iya): En(X) 6 En(Y) 一 En(X VY) 
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由 归纳 法 ， T {Xahaca 中 A ARR, 则 有 同 构 
{iar}: Q En(Xa) =, En(V Xa) 


一 般 地 , KB 表示 4 的 所 有 有 限 子 集 的 集合 , B 中 按 包 含 关系 给 以 序 使 BIS 
向 集 . HA BEB, S YË = V XaC V Xa, 则 有 可 换 图 形 
acB aCA 


dirlimE (YB) | &  Ea( V Xa) 
- acA 
~ |dirlim{ias} lian} 
Gn.) 
dirlim DB En(Xa) © @acaEn(Xa) 


acB 
其 中 jp: 中 En(Xa) 一 D En(Xo) AAS (B € B). 左 列 由 以 上 结论 为 同 构 ,上 横 
CE ae 
行 由 推论 3.3.4 为 同 构 , 而 下 横行 用 简单 的 代数 推导 可 知 是 同 构 , 因此 得 出 右 列 为 同 
MJ. 

(c) 是 显然 的 . 证 毕 . 

注 众所周知 , 普通 非 约 简 同 调 群 A, (X) 满足 Eilenberg-Steenrod 的 7 个 公理 . 
公理 和 维 数 公 理 . 但 是 非 约 简 情 况 下 的 切除 公理 等 价 于 约 简 情况 下 的 一 点 和 公理 ， 
因此 广义 同调 群 满足 除 维 数 公 理 外 的 6 个 公理 . 一 般 地 , 若 S9 是 零 维 球面 , n 为 整 
数 , E,(S°) A 0( 即 非 约 简 情况 下 一 点 空间 的 五 同调 群 非 零 ), 这 是 广义 同调 群 和 普 
通 同 调 群 的 区 别 . En.(5°)( 所 有 n e Z) 叫做 广义 E 同调 理论 En( 一 ) 的 系数 群 . 

下 面 不 加 证 明 的 叙述 广义 上 同调 孔子 的 类 似 结果 . 

定理 3.3.6 ”广义 上 同调 反 了 浮子 E"(-): PW 一 Ab 满足 以 下 公理 : 

(a) 恰当 公理 : 对 每 个 有 基点 CW 复 形 偶 (X, A, ro), 存在 自然 变换 6*: E^(-) 一 
E"t+1( 一 ) 和 恰当 序列 如 下 : 

> E"-Y(4) 5 E^(X u; CA) 25 E"(X) 5 E"(A) > -- 

(b) 一 点 和 公理 : 任意 CW 复 形 族 (Xa}ocas iai Xs 一 V Xa 为 内 射 , 则 存在 

同 构 
UA: E"(V Xa) —ILE'OG) 


(c) FE ZEE: Æ f ~ gi (X. mo) 2 (Y, yo), M f* = g*: E"(Y) > E"(X). 

注 广义 马 同 调 群 的 系数 群 为 En(S?)= n. (E ^S?) = T(E) (ne Z). 广义 上 
同调 群 的 系数 群 为 E" (S?) = [E(S9); ^E] = 14 (E) (n € Z), 其 中 是 零 维 球面 
而 不 是 球 谱 .rn( 瑟 ) 可 按 命题 3.1.18 中 的 同 构 
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T4 (E) S dirlim, tr44(Ex) 
来 计算 , 其 中 正 向 极限 按照 如 下 定向 : 
Tnm Em) EIN Tn+m+i(S Em) (em) Tn ma1 E m4) 

定理 3.8.7. WE T,(—) : k,(-) > ki(—) 为 满足 定理 3.3.5 的 两 个 广义 同调 孙子 
之 间 的 自然 变换 , 使 得 T.(S9) : kalS?) > KCS?) 对 所 有 9 < N 为 同 构 而 对 4 = N 
满 , 则 对 (n — 1) 连通 的 CW 复 形 X, T (XO : K(X) 9 R(X) 4 q < n+ 为 同 构 
m4 qa=n+N il. 

定理 3.3.8 it T*(-) : k*(—) 一 k'*(—) 为 满足 定理 3.3.6 的 两 个 广义 上 同调 
函 子 之 间 的 月 然 变 换 使 得 T«(S9) : ka(50) 一 k'?(S9) 对 gq > N 为 同 构 而 当 q= N 
满 , 则 对 任意 n AE CW RÆ X, TUX): ks(X) 2 k'3(X) 4q>n+N 为 同 构 而 当 
q=n: Ni. 

定义 3.3.9 BR E = {En} Jy CW if, Zi e: SE, 一 Enpi 在 一 一 对 应 [SE,; 
Enya] > [En, En] (LXR [1]13 页 3.2.8) 之 下 的 伴随 €: En > QEn+1 是 弱 同 
伦 等 价 (对 所 有 n E Z), HE AO iE. 

定理 3.3.10 GE AO 谱 , 则 对 任意 CW BH (X,zo), E^(X) = [X, zo; 
En, *| 是 自然 同 构 . 

证 d k"(X) = [X, zo; En, *], $ o:k"t1(SX) 5 k^(X) 为 如 下 上 自然 同 构 : 

[S X, *; En+1, x] => [X, To; QEn+1, wo] Cx, £0; En, «| 
其 中 e, 由 定理 3.1.22 为 同 构 . 由 Puppe 恰当 序列 ( 见 文献 [1]27~28 9t), 
Y +x Xu; CY > SY 
导出 恰当 序列 
eO k"n-l(Y)ok"(XUrgCY)o k"(X)o k"(Y) --- 
容易 证 明 以 下 的 同 构 : 
{iż}: IV Xa, *; En, *] S Ma[Xa, *; En, *| 
即 k^ (X) 满足 一 点 和 公理 . 定义 
 T^(X):k^(X) 一 E^(X) 

如 下 ， 

设 f: (X, zo) 一 (En, *), 令 


*, 当 m <n 


E'(X)m = 
amod Gan non 


这 是 DOM E(X) 的 共 尾 子 谱 . 令 JEX) > E, fm = SI m 2 n), fm A 
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(34 m « n), Jl] (E'(X), f") 决定 谱 映 射 f: EEX) > E, & T"(X)[f] = [f]. 由 以 
下 图 形 可 换 : 


[S+ s0; SEnim, *] 


2) VA N (En+m)x 
[S™ , $9; E ntm, d [Smtr $0; Emma *] 
=N (€ m)» =/ A 


[S™, $0; QEn+m+1, x] 

可 得 (Entm)* 2: Tm(En+m) — Tm-+1(En+m41) 为 同 构 , 从 而 k^ (S?) = krrm (gm) = 

sr , 80; En em, *] ~> dirlimm tm(Entm) = 1-n(E) = E^(S?), Bl T"(S°): k"(S°) 一 
E"(S°) 为 同 构 . 因此 , 由 定理 3.3.8, T* 是 自然 等 价 . 证 毕 . 


3.4” 谱 的 压 挤 乘积 


Tr E AW, X ACW 复 形 .前 面 已 提 到 , EARE EAX 是 一 个 谱 使 (EAX) = 
E, ^ X. 但 是 , BR X 也 是 谱 ( 即 两 个 谱 E, X), 那么 很 不 辛 , 压 挤 乘积 E ^X 的 构 
造 比较 复杂 . 这 里 省 略 入 XX 的 构造 (有 兴趣 的 读者 可 参见 文献 [1]P.255~270), 而 
只 给 出 构造 出 来 的 E AX 所 满足 的 (类 似 于 X 是 CW 复 形 情 况 下 的 ) 以 下 性 质 ( 命 
fl 3.4.1~3.4.7): 

命题 3.4.1 存在 自然 同 伦 等 价 : 


a: (EAF)AG ~ EA(FAG) 
T: (EAF) ~ FAE 

l SAE ~ E 

T EAS? ~ E 


命题 3.4.2. ”对 所 有 谱 X, 存在 自然 同 伦 等 价 
MEAX YO(EAX) 2 EADX 
$8343 GÅ HK 是 上 纤维 序列 , Ets, N 
EGXENH S EAK 

仍 是 上 纤维 序列 

命题 3.4.4 IHY E MKK {Xs。}jaea, 有 自然 同 伦 等 价 EA(V Xa) ~ V(EA 
Xa). 

EN 3.4.5 ”对 谱 已 和 X,X 的 五 同调 群 定义 为 E,(X) = [E^SS EA X], X 
的 E ERE X E"(X) = [X, Zn" 可 (ne Z). 

命题 3.4.6 WREAX, 有 自然 同 构 
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En(X) S dirlim, En+¢(Xq) 
共 中 正 疝 极限 的 定向 为 
En+q(Xq) ^ En+q+1 (5X,) =, EÉn4q41 (Xq41) 
而 Eg: 9 X, 一 人 Xq4i 为 谱 X = {Xa} 中 的 内 射 ， O 为 双 角 锥 同 构 ， En+q(Xq) 一 
[Erta S9; E ^ Xq. 
$M 3.4.7 É E= (E,) 为 谱 , 且 存 在 一 序列 CW 复 形 之 间 的 映射 mm: 5" 一 
En, lin m: En A Em 一 Enim 使 以 下 图 形 同 伦 可 换 : 
S°\ Em Z EAE. € EnAS™ 
(3.4.8) N Enm | Hn,m T T! 
Em € S"AE, 
T'[t, z] = [r, v" (t) 
S!'AS" “AS Slap Ey 


(3.4.9) J> | €1,n 
grt oH En 

En NEm AE, US En \ Emp 

(3.4.10) l In ,m ^ 1 | Lin,m+p 


En+m ^ E, Pate nt+m+p 
则 函数 n 决定 谱 映 射 0: S° > E, 而 inm PERRO 导出 谱 映 射 p: EAE — E(u 
做 E 的 乘法 ) 使 下 图 同 伦 可 换 ( 左 图 为 乘法 / 的 结合 性 , 右 图 为 .是 乘法 单位 ): 
EAEAE "i EAE SAE “3 EAE & EAS? 
11AH M" IN lp Zr 
EAE 一 E E 
FL Al rn 是 命题 3.4.1 中 的 自然 同 伦 等 价 . 这 时 称 互 为 具有 乘法 /和 单位 :的 环 
if. 
更 进一步 奉 有 同 伦 可 换 图 形 (所 有 n, m e 2) 
Ean ^ Eam, 一 Eam ^ Ean 


(3.4.11) 4n Am N J B4m,4n 
Eant+4m 
则 导出 谱 映 射 的 同 伦 可 换 图 形 
EAE — EAE 
HN a" 


E 
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这 时 称 环 谱 五 的 乘法 u 是 交换 的 , 其 中 7 EAE SO EAE 为 交换 谱 映 射 . 


3.5 Eilenberg-Maclane i£ 


由 定理 1.2.2 和 推论 1.2.3, Xt n > 0 和 Abel # G, 存在 CW BI K(G,n) 使 


G, “4r=n 


xc) =f 0 “ren 


称 之 为 Eilenberg-Maclane 空间 , 并 且 存 在 能 同 伦 等 价 €: K(G,n) 一 OK(G, 
n+1). 下 面 我 们 作出 一 个 叫做 E-M 谱 的 O KG. 
定义 3.5.1  Eilenberg-Maclane iff KG 是 定义 3.1.2 意义 下 的 CW i, 使 


K(G,n), 4 n2>0 


«o, - | * 当即 <0 


其 中 en: S(KG)n — (KG)n+41 是 弱 同 伦 等 价 
e,: (KG), > O(KG)n41 
的 伴随 . 因此 KG 是 一 个 9 谱 . 
命题 3.5.2 
G, 4n=0 
0, 4 nz 


证 由 命题 3.1.18, 1, (KG) & dirlimyntnsm(K(G,m)). WRA nr 40 

有 Tn(KG) =0. 由 于 
G = tm(K(G,m)) © tm4i(SK(G,m)) TS mm+1(K(G,m + 1)) 

对 所 有 m z 1 为 同 构 , 因此 mo(KG) & G. 证 毕 . 

zx 由 于 7,(KG) = (KG),(S°) 有 上 述 结果 , 因此 EM 谱 KG 的 同调 群 
KG,(X) 就 是 以 G 为 系数 群 的 普通 同调 群 H(X, G)(N WE Eilenberg-Steenrod 
7 个 公理 的 CW 复 形 范畴 中 的 同调 理论 是 唯一 的 ). 同样 地 , 上 同调 群 KG" (X) 就 是 
普通 上 同调 群 H*(X,G). 

5 引 理 3.5.3 KG%(KG) € [K(G,n); K(G,n+ q)] (n » q 4 1). 

证 因为 KG 是 0 谱 , 由 定理 3.3.10, 

[K(G,n); K(G,n+q)] & KG"**(K(G,n)) = H"*«(K(G, n),G) 

简 记 K(G,n) = K, 考虑 道路 纤维 映射 OK — PK = 天 ,因为 PK 可 缩 , 以 下 合 
成 


T(KG) = | 
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c^: Hr (co) 75 Hn (PK, OK) & Hr (OK) 
是 例 1.4.2 中 的 上 同调 双 角 锥 同 态 , Bo’ 04 n > gq 十 1 为 同 构 , 因此 ( 见 文献 [1]15.39, 
15.42) 
H"+4(K) & H"*2- (OK) E H"+9-1(K(G,n — 1)) 
Bp 
[K(G,n — 1); K(G,n +q- 1) S [K(G, n); K(G,n + q)] 
3 n qd 成 立 . 定义 如 下 对 应 $: 
p: [K(G,n); K(G,n + q)] ^ KG*KG - 

对 f: K(G,n) ^ K(G,n+q), 由 以 上 同 构 , 有 一 序列 fm: K(G,nt+m) > K(G,n+qt 
m), 从 而 使 fm 成 为 谱 KG 到 29KG 之 间 的 函数 , 并 决定 谱 映 射 f: KG  X*KG. 
S olf] = [f]. TR o 有 道 对 应 v: KGIKG 一 [K(G, n); K(G,n+4q)], 因此 o 2 
MJ. 证 毕 . 

定理 3.5.4 KZ; KZ, & A, 其 中 4 表示 modp Steenrod (UR, p > 2. 

证 只 对 pz= 2 证 明 . 由 引 理 3.5.3, 234 n » q-1, KZ2(K Zo) = H"+4(K(Zo,n), 
Z3), 而 由 定理 1.4.7, H"*(K(Zo,n), Z2) 具有 Za Æ Sqlu,, P I PORT YFF A] 
使 d(I) =q ftl ell) <n. 现在 d(I) =q <n, 78 e(I) « n. 因此 H**3(K (Zo, n), Z2) 
有 Za Æ {Sq un] IPF, d(I) = q}, 显然 和 Steenrod 代数 A? 的 Za 可 许 基 ( 见 定理 
2.1.8) (Sq 17 可 许 , d(T) = q} 是 一 一 对 应 的 . 证 毕 . 

推论 3.5.5 AV 为 分 次 Zp 向 量 空间 , 而 KV AEM BE, 则 H*(KV, Zp) 
~A@V 为 4 自由 模 | 

推论 3.5.6 € KZ, K Z, = A*, A* Jy mod p Steenrod 代数 A 的 对 偶 . 

证 由 Serre C 理论 可 知 H.(K Zp, Zo) PARA, Ai zo A Se, H.(K Zp, 
Zp) 是 H*(K Zp, Zp) 的 对 偶 向 量 空 间 Homz, (H*(K Zp, Zp), Zp). WE. 

定理 3.5.7 KV 为 有 限 型 Z; 分 次 向 量 空 间 , 为 任意 谱 , 则 有 同 构 B:[X" X; 
KV] 一 Hom} (A8 V, H*(X, Zp)), 后 者 是 下 降 次 数 t 的 所 有 A 同 态 所 成 的 Abel 8E, 
而 Bif] = f*. 

证 24 V = Z, W [X*X; KZ] = H(X, Zp) S Hom’, (A, H*(X, Z,)) 显然 成 
X. 再 由 KV ~ V(="-KZ,), W [X*Xx; KV] & QIX; E” K Zp] = @ Homi, ™ 
(A, H*(X, Zp)) = Hom’, (A 8 V, H*(X, Zp)). 证 毕 . 

+ 这 个 定理 说 明 , 任 一 4 自由 模 4@T 到 H*(X, Zp) HARA ,总 是 可 以 
实现 的 , 即 存 在 映射 XX 5 KV, 使 f* = o, mE f 在 同 伦 意义 下 是 唯一 的 . 

前 面 已 经 证 明 KZ: KZ, 同 构 于 mod p Steenrod 代数 A, 而 KZ).KZ, 同 构 于 
A 的 对 偶 代 数 A*. 很 自然 地 可 以 想到 , 对 任意 谱 忆 , 存在 代数 E" (E) 和 它 的 对 偶 代 
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数 E.(E) 使 它们 表示 (广义 的 )B 上 同调 运算 和 (广义 的 )B 同调 上 运算 . 

定义 3.5.8 设 五 为 任意 谱 ，(q,7) 型 的 E 上 同调 运算 是 指 目 然 变换 TX) 
E*(X) 5 E'(X), 所 在 的 范畴 可 以 是 CW 复 形 范畴 , 也 可 以 是 CW 谱 范 畴 . ANT 
(ER wi, yo € EU(X) A T(yit+y2) = T(yi) - T(yo), 称 了 为 可 加 上 同调 运算 . 次 数 
9 的 稳定 上 同调 运算 了 是 一 序列 自然 变换 T: E'(X) E"**(X)(S9P8 n € Z) 
使 T^c = oa7?+1 其 中 o: E(X) 一 E^ (S X) AOA EA. 

定义 3.5.9 i A(E)? 表示 所 有 次 数 g 的 稳定 五 上 同调 运算 的 集合 , MT,T’ e 
A(E)!,4 (T +T’) = T(x) + T'(z), x € E*(X), W ACE)? 成 为 Abel $, A(E)* 
是 分 次 Abel 群 . 定义 乘积 

$: AEY @ A(E)? 4(B)p+ 
使 (TST) — T-T", W ACE)* 成 为 分 次 环 , 实际 上 它 是 E*(S°) 上 分 次 代数 , 因为 对 
r c E*(S°), Te A(E)*, JS rT 为 稳定 运算 使 (rT)(z) = T(x)-r(S8 x e E*(X)). 
定理 3.5.10 存在 同 构 0: A(E)* — E*(E) 使 O(T) = Tile], 其 中 le € 
E°(E).E*(E) 的 乘法 由 合成 给 出 :[fjlg] = [ES - 9), f:EoX^E, E Y"E. 

证 S0: E*(E) 5 A(E)* JS Oig = (Z^ fg, WER f: BOB, E 
Y"E, W 00'|f] = (Cel = [f- le] = [fl], 而 (6’(T))[9] = ["6(T) - g] = 
[Z"T(1g)- 9] = 9*T [le] = Tg*[1zg] = T[g]. 因此 00’ = 1 H 0'80 = 1, Min 6 为 同 构 . 
WEH. 

注 “if E= KZ, W| E*(E) = KZK Z, = A, A JJ mod p Steenrod 代数 , 而 
E,(E) = KZ,,KZy = A* 为 A 的 对 偶 . 他 们 都 是 Hopf 代数 . 实际 上 , 对 任意 交换 
YES BE,(E) 是 平坦 的 ES) 模 , 则 E.(E) 可 给 出 Hopf 代数 的 结构 . 同样 地 ， 
E*(E) 也 可 给 出 Hopf 代数 的 结构 . 我 们 不 详细 叙述 这 方面 的 结果 . 


3.6 TH p 局 部 化 


定义 3.6.1 Kp RK, 整数 加 群 2 的 p 局 部 化 是 有 理 数 域 Q 的 子 环 Zp), 
CREA (bp) = 1B} b 5 p BRR) 的 有 理 数 $ 组 成 
定义 3.6.2 Abel #G 的 p 局 部 化 Go) =G® Z(p)-Abel HE H PRY p 局 部 的 ， 
若 存 在 同 构 e: H — H & Zip) 使 e(h) =h®1. 
命题 3.6.3 AT Æq RE ( 即 其 任意 元 素 的 阶 为 q, EA s), q ARZ, 则 
T, 4q=p 
77 = 
p) | 0, 当 gzzp 
证 当 g 关 p, EÈ tot ET® 2p), Kt MMA g, Ntog =te@G = 
gt®a=0. 当 g=p, 令 e:T 一 T@ Zip 定义 为 e(t) =t@1, 则 可 证 e 为 单 同 
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AS. 任意 18 z, WE t HBR p°, 由 (b, p?) = 1, 存在 整数 m,n 使 mp? + nb = 1, W 
t= bnt, t 2? = ant & 1, ER e 是 满 同 态 . 证 毕 . 

命题 264 ()5G-.G 6" M N Gy Bar, “Bar, 也 恰当 ， 
其 中 bo = 9 @1:G@ Zip) > G' Q Zip). 

(b) #G=G' eG", WI Go = GC, 6 Go, 

证 明 是 显然 的 . 

推论 3.6.5 4G 是 有 限 生 成 Abel 群 , 则 Go [TJ Tr Tl Zip 和 p REF 
T WEA. 

命题 3.6.6 Abel F A 是 p 局 部 的 当 且 仅 当 对 所 有 素数 oA”, A AZ = 
0, Tor (A, Z) = 0. 

证 设 4 是 pz 局 部 的 , 则 4 关 4@2Zm. 显然 有 A®Z, = A®Z)O2Z,=0.% 

0-747 Zq — 0 

AZ, 的 自由 分 解 , 则 Tor (A, Z4) = Tor (A & Zp), Zo) = kero, 其 中 9: A9 Zp) 一 
A®Z py 为 gag@z) = age (x € Zi). & V: ASZ(y) > AZ) A v(a8x) = agir, 
则 o = 1. AW kero = 0, Tor (A, Z,) = 0. 

RZ, 设 0 一 2 一 Zp > C 一 0 为 短 恰当 序列 , 其 中 i 为 内 射 , C = coki, W 
导出 恰当 序列 

0 — kere > A — A Q Zip) 一 4Q@C 一 0 

由 A8 Z= 0 [= Tor (A, Za (MA q £ p), 容易 得 出 4@C=0 及 kere=0, 因 此 e 
为 同 构 . 证 毕 . 

定义 3.6.7 RC 表示 所 有 其 元 素 的 阶 与 p 互 素 的 Abel 群 的 范畴 A 
f:A— B Wk p RES, 4 ker f € C; f YK p HN, Æ cokf € C.f WYK p IP, Er f 
是 2 单 的 且 是 p 满 的 . 

推论 3.6.8 4 Y 为 连通 空间 , 则 H.(Y) ane le p 局 部 的 当 且 仅 当 
H,(Y) ® Za =0 = Tor(H4(Y), Za), 4AM H,(Y, Za) = 0(q Æ p, n 2 1). 证 毕 . 

命题 3.6.9 E X,Y 为 单 连通 CW RE, f:X o Y 为 映射 , 则 同 态 of: 
mm(X) > n«(Y) 是 p 同 构 OT BTA n 2 0) 4AM Hf: Hn(X) 5 Hn(Y) Æ p 
TJ (对 所 有 n > 0). 

证 根据 SerreC 理论 中 的 Whitehead 定理 ( 见 文献 [3]P.307 定理 10.1). WEHE. 

命题 3.6.10 FS f:A Bé p AW4AM fiy: Am 一 Boy ARM. 

WE 如 命题 3.6.6 的 证 明 中 , 若 C = coki, i: Z 一 Zip) 为 内 射 , 则 kere, coke € 
C, 其 中 e: A AG Zip) = Ap) 为 命题 3.6.6 中 同 态 , Alt e J p 同 构 而 且 有 以 下 可 
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换 图 形 : 
A -二 ， A(p) 
|f | f(p) 
B — Bo 


因此 f A p 同 构 当 且 仅 当 fp 为 2 同 构 , 从 而 当 且 仅 当 fü 为 同 构 . 证 毕 . 

下 面 我 们 讨论 的 空间 都 属于 单 连 通 有 限 型 CW 复 形 范畴 H. 

定义 3.6.11 HPN X U p me, BEA ERE ms (X) 是 p 局 部 的 (n > 1). 

定义 3.6.12 PKS e: X 一 Xop H X p 局 部 化 , Er Xp) 是 2 局 部 的 , AX 
任 一 映射 f:X Y 使 Y 是 p 局 部 的 , 总 存在 映射 g: Xo 一 了 (在 同 伦 意义 下 唯一 ) 
使 ge = f. 显然 , AAR e: X 一 Xo 存在 , 则 Xo 在 同 伦 等 价 意义 下 唯一 , 这 时 也 
WR X BJ p 局 部 化 XX(p) FE. 

下 面 我 们 交叉 证 明 以 下 两 个 定理 : 

定理 3.6.13 — TEM rB, X I p HRE Xop FE. 

定理 3.6.14 — TE 中 ,以 下 判断 等 价 : 

(1) BRET e: X > X 将 X p 局 部 化 . 

(2) tm(X(p)) 是 p 局 部 的 , H tre: ma (X) 一 mm(Xm) 是 D 同 构 (n > 1). 

(3)Hn(X(p)) 是 p 局 部 的 , EL Hne: Hn(X) 一 Hn(X(p)) 是 p 同 构 (n 2 1). 

证 (2) e (3). id Xip = Y, 由 推论 3.6.8 和 SerreC 理论 , H,(Y) 是 p 局 部 的 
当 且 仅 当 An(Y,Zq) =0 (q E pn 2 1), 当 且 仅 当 rn(Y) 是 p 局 部 的 (n > 1). 再 由 
命题 3.6.9 得 出 (2) 和 (3) 是 等 价 的 . 

第 二 步 我 们 证 明 在 H 中 存在 映射 e: X 一 Y 满足 (3). XX BY n HER X" EUH 
纳 法 . 因为 X 单 连通 , 可 设 X = +, A X? = V S. Xf n 维 球面 S” (n > 2), RES 
p) 为 Moore 空间 M(Z(p),n)(M RA n 维 同调 群 非 零 ， 同 构 于 Z(p)); 则 e: Vs" m 
V St 满足 (3). 因此 命题 对 X? 成 立 . 设 命题 对 X" 已 成 立 . B g: VS 5 X" 使 
glsn Jg X" p n-- 1 维 胞 腔 en! 的 特征 映射 (en BGR STA n+ 1 维 胞 腔 ), 而 
en: X" 一 了 ,由 归纳 假设 满足 (3), 考虑 以 下 图 形 : 

ys xn, xy 
le | en | €n41 
V SG) -h, Y, — | Yan 
其 中 j 为 内 射 . 容易 证 明 存 在 使 图 形 可 换 . 令 Yogi = Yn Un C(V SR), 则 由 引 理 
3.2.6 存在 映射 enyi 使 图 形 可 换 . 由 上 下 横行 所 导出 的 同调 群 恰当 序列 的 可 换 图 形 
以 及 命题 3.6.4(a) 可 知 eni 满足 (3), 完成 了 归纳 法 . & Y = UnziYs, 


e: |J x” > UY, 


nzl nal 
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则 e 满足 (3). 

FAEH (3) — (1). 由 存在 映射 e: X 一 Xip 满足 (3), M e 满足 (2), 因此 Xip) 
是 p 局 部 . ARN f:X Y EY E p 局 部 的 , 则 可 用 X 的 如 上 构造 , 按 维 数 作 
归纳 的 方法 , 作出 映射 9: XX(y) >Y 使 ge = f. KIE e WHE (1). 由 (1) 导出 (2) 就 比 
较 容 易 证 明 . 因此 证 明了 定理 3.6.14, 同时 也 证 明了 定理 3.6.13. 证 毕 . 

以 上 结论 很 容易 推广 到 连通 有 限 型 CW 谱 的 范畴 中 GE E 称 为 连通 的 , 若 
n4, (E) — 0, 4 n <r, ERR r). 

定理 3.6.15 GE AEWA a, JU] E B5 p 局 部 化 Ep) 存在 . 

定理 3.6.16 ”在 连通 有 限 型 谱 范 畴 中 , 以 下 判断 等 价 : 

(1) 存在 映射 e: E > Ec, Ft E BS p 局 部 化 . 

(2) Tn (Etp)) 是 p 局 部 的 , H Ta (e): m. (E) > (Et) W p A (BPA n Sr). 

(3) H,(Ety)) Æ p 局 部 的 , H Hne: Hn(E) > Hn(E(p)) 是 p 同 构 (PRA n z 1). 

定理 3.6.17 在 连通 有 限 型 谱 范畴 中 , X 一 了 是 同 伦 等 价 当 且 仅 当 fo: 
Xp > Yo 为 同 伦 等 价 (所 有 素数 p). 

推论 3.6.18 Af: X 5 Y ABE X,Y AE p 局 部 的 , 则 了 为 同 伦 等 价 当 
AM f*: H"(Y, Zp) > H"(X, Zp) 对 所 有 nn ISTA. 


3.7 稳定 同 伦 范 畴 中 的 3 x 3 引 理 


. 在 本 节 , 我 们 不 证 明 稳定 同 伦 范畴 中 的 3 x 3 引 理 , 这 是 关于 两 个 映射 的 合 
成 的 上 纤维 和 原来 的 两 个 映射 各 自 的 上 纤维 之 间 的 关系 的 一 个 结果 (参见 [6] p. 
292~293). 这 个 结果 只 在 稳定 同 伦 范畴 , 即 谱 和 谱 映射 的 范畴 中 成 立 , 在 非 稳定 同 
伦 范畴 ( 即 拓扑 空间 和 映射 的 范畴 ) 中 则 不 再 成 立 . 

3 x 3 引 理 ”已 给 谱 A,B A C 以 及 谱 映 射 AS BS CIEGG a 8-4. 
设 谱 C(o), C(8) 和 C(y) 分 别 表示 映射 0,6 Aly 的 上 纤维 , 则 存在 上 纤维 序列 


C(8) & C(7) 5 Cla) 5 xc(6) 


和 以 下 同 伦 交换 (相差 正 负 号 ) 的 图 形 ， 
A -5 € — Cla) & xC(f) 


DN aZ N SIN SF 
B C(Y) XB 
SY N SON ZB NO 
X-10(o) + C(8) — BA > XC 


注意 到 在 上 面 的 同 伦 交 换 图 中 一 共 包含 了 4 个 上 纤维 序列 , 它们 分 别 是 : 
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4 号 也 一 C(6) 5 XA 

B 5$ C 5 C(a) 2 XB 

AS C 5 C(y) 2 XA 
C(8) 5 C(y) + Cla) 5 xc(8) 
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4.1 Ext f£ 


设 B 为 域 RR 上 分 次 代数 . 分 次 REM 叫做 B 上 的 模 , TERETE AA 
o: BOM-—M 
使 以 下 图 形 可 换 : 
BeBeM 3 B&M 
{¢@1 la 
B&M Z, M 

其 中 ¢: B8B 一 B 为 代数 B 的 乘法 . 模 作 用 abem) 经 党 写作 六 mm (be B, me 
M). 例如 , 空间 X 的 Z, 上 同调 群 H*(X) 是 Steenrod 代数 4 上 的 模 , 模 作 用 为 
a(P* & x) = P'z. 

£r M,N 为 B 模 , AAS f:M 一 NN 叫做 B 同 态 , Æ fbm) = b- f(m) (be 
B, m € M). 所 有 的 B 同 态 的 集合 记 为 Homp (M,NN), 显然 可 以 给 予 B 模 的 结构 .B 
同 态 f on ROB VOR t E FORM; RE Nj (ERRE t). 具有 次 数 t 的 所 有 同 
态 的 集合 记 为 Hom, (M,N). 

定义 4.1.1 BR M 叫做 投射 的 , 若 对 任 一 满 B AS yM BAS r, FE B 
AA r: M 一 Ni 使 下 图 可 换 : 

M 
T Ir 
N> M —0 

命题 4.1.2 {FRA B TR M 是 投射 的 . 

证 i MAA BE (ma), KA y W, WA na € Ni E y(na) = (ms), 令 
T (Me) = na 再 线性 扩张 , M r A B 同 态 且 ym = 7. 

定义 4.1.3 HL B T$ M 的 任 一 投射 分 解 , 即 恰 当 序列 

022, X4 & X 99, X9 5 M 50 
使 每 个 Xi 为 (分 次 ) 投射 的 B 模 . 因此 得 出 一 个 上 链 复 形 
Hom’, (Xo, N) LS Hom5(X;, N) Ls Hom 5(X5, N) >- 

定义 Ext (M, N) 为 上 述 上 链 复 形 的 上 同调 群 H*(HomS5(X.,N)),s 2 0, t 任意 
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整数 . 

这 个 定义 不 依赖 投射 分 解 的 选择 , 即 对 M 的 不 同 的 投射 分 解 , 定义 的 Ext (M, 
N) 彼此 同 构 , 我 们 省 略 它 的 证 明 . 

命题 4.1.4 fF:M— M 为 下 模 同 态 , 则 了 导出 同 态 Ext( 户 1) : Ext (M', N) 一 
Ext (M, N) 使 若 g: M' 一 M" 为 另 一 BRA, 有 

Ext(g f, 1) = Ext(f, 1) - Ext(g, 1) 

证 OO MAM’ 的 投射 分 解 , 容易 找 出 一 个 链 映射 {fi: Xi 9 X1) fii e fo = fe, 

而 且 使 下 图 可 换 : 


‘RNR, LX AM 20 
P {fi |. fo |f 
d, 


d’ d’ / 
e6— Xj, >X — Xj =M 一 0 


因此 导出 上 链 复 形 的 链 映射 
{Hom(f;, 1): Hom% (X!, N) 一 Hom5(X;, N)} 

和 上 同调 群 的 同 态 Ext(f, 1): Ext®°(M’, N) 一 Ext% (M, N). 合成 性 质 易 证 . 证 毕 . 

容易 证 明 Ext(1,1) = 1, 因此 Exty’(-,—) 是 第 一 个 变量 的 上 函 子 . 容易 看 出 ， 
对 第 二 个 变量 是 隆子 . 

命题 4.1.5 KF Ext (—, —) 有 以 下 性 质 : 

(a) Exty;:(M, N) = Hom5(M, N). 

(b) 若 M 投射 , 则 Ext (M, N) = 0 (s > 0). 

(c) Æ 0 ^ Ni > Ns 5 Na — 0 Jy B 模 恰当 序列 , 则 导出 长 恰当 序列 


0 一 Hom% (M, N1) > Hom5(M, N2) 一 Hom5(M, N3) 
> Ext’ (M, Ni) > Extg (M, N2) > Extg (M, Na) > -- 
— Ext (M, N,) > Ext% (M, No) > Extz (M, Na)  --- 


证 (a) Hom5(M, N) = kerd* = H?(Homi,(X,, N)) = Ext% (M, N). 
(b) Æ M 投射 , 取 投射 分 解 0 一 M — M 一 0, 则 Ext (M, N) = 0 (s > 0). 
(c) 因为 每 个 X; 是 投射 的 , 因此 得 到 上 链 复 形 的 短 恰 当 序列 


0 一 Hom5(X,, N1) 一 Hom5(X,, N2) 一 Homp(X N3) — 0 


从 而 由 导出 的 上 同调 群 长 恰当 序列 , 即 可 得 出 . 证 毕 . 
定义 4.1.6 设 C 是 B 的 子 代数 使 B 成 为 右 C 模 , 用 B 的 乘法 6: BOB B 
可 给 出 BecV 的 B 模 结 构 如 下 (其 中 V AC 模 ): 


B & (B 8c V) = (B 8 B) 8c V & B 8c V 
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BR B Gc V WS V 的 扩充 模 . 

定义 4.1.7 ARR M 叫做 平坦 的 , AEA RIS AS SFA 0 一 Ni 一 

Nz 一 N; > 0, U FEIR M: 
0> Ni GR M NGgR M — N3@RM —0 

以 下 是 关于 Ext 的 环 的 改变 的 重要 结论 . 

定理 4.1.8 (a) Hom$(B &c V, N) = Homġ (V, N). 

(b) Æ B 是 C 上 平坦 的 , 则 

Ext3’(B Qc V, N) & Ext (V, f) (s20,te2Z) 
其 中 C 是 B 的 子 代数 如 定义 4.1.6. 

证 (a) 定义 €: Hom5(B 8c V, N) 2 Homi (V, N) & UV: Home (V, N) 一 Hom 
(B c V, N) fit e(f)(v) = f(19v), f € Hom5(B&cV, N), ve V, m V(g)(aev) = 
ag(v), g € Homb (V, N), a€ B, ve V. ZU juEBH 9 mI v 互 逆 , 从 而 是 同 构 . 

(b) i 

"=> Ug => UU; 5 V 50 
为 V 的 投射 分 解 , 由 B 是 C 平坦 的 , 则 以 下 序列 仍 是 恰当 的 : 
--— B &c U2 — B &c Uı — B 8c Uo > B®c V 50 
容易 证 明 BSc Ui 是 投射 的 BR, 因此 以 上 是 BecV 的 投射 分 解 , 因此 
Ext? (B Qc V, N) = H*(Hom5(B &c Us, N)) 
= H: (Homb (Us, N)) = Extz (V, N) 
证 毕 . 

设 BA 分 次 代数 , R 也 可 看 作 分 次 RES OR MEK ROCHE 0. 对 任 一 
TERM be B, re R, 规定 B 对 RR 的 模 作 用 为 6.7 = 0, 则 也 成 为 分 次 BiR, F 
面 我 们 说 明 对 任 一 B M, 可 对 Extz (R, M) 给 予 Ext (R, R) 模 结构 . 

Ht a € Extz;" (R, R), B € Ext (R, M). it 

06 X95 X015 Xo R0 
e> Y,5 Yo Yo R0 
为 B 模 R 的 两 个 投射 分 解 . a = (f), B= {9}, 其 中 f € Homg(Xs, R) M g € 
Hom (Ys, N) 都 是 上 循环 . 因为 Xn 是 投射 的 , 因此 f 可 提升 到 fo: Xn — Yo, 从 而 
可 提升 到 链 映 射 fi: Xn+i Y; (i 2 0) 
Kn > Xn > Xnti vz Xn 


l fi | fe fi | fo Nf 


| => Yje— Y, — Yı 一 一 Yo^ R0 
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容易 证 明 合成 
Xnig D Y, N 

g: fs € Home (Xn+s,N) 是 一 个 上 循环 . 我 们 将 它 的 上 同调 类 [9 - fs] 记 作 aug € 
Ext?!" "(R. N). 容易 证 明 a 8 — aU 是 模 作用 . 

因此 ExtE (R, N) 在 上 述 模 作 用 下 是 一 个 ExtB (R, R) 模 . 特别 地 , 当 N = R, 
上 述 模 作用 变 成 Ext (R, R) 内 部 的 乘法 ( 叫 Cup 积 ) 使 得 Extz (R, R) 成 为 双 分 次 
的 代数 . 

定义 4.1.9 H**(A) = Ext%*(Zp, Zp) 叫做 模 p Steenrod 代数 A 的 上 同调 
(p > 2). YE Cup 积 下 是 一 个 分 次 代数 . 

下 面 我 们 不 加 证 明 地 令 述 两 个 关于 消失 线 的 结论 . 

定理 4.1.10(Liulevicius!!]) 设 M X A f M & E(Qo) 自由 的 , 其 中 E(Qo) 
表示 由 Milnor 基 元 Qo 生成 的 外 代数 . 另外 Mi = 0 (i < 0), 则 有 

Ext^' (M; Zp) = 0, 当 t < (2p—1)s—1 (s 2 1, p » 2) 


推论 4.1.11 Ext? (Z,,Z2,) 20, 34t«(2p—1)s—2, 52 1, p » 2. 
A p p 


4.2 yÉ JF J 


本 节 中 , 我 们 讨论 谱 序列 的 一 般 概 念 , 采用 由 恰当 偶 (exact couple) 来 导出 谱 序 
列 的 方式 . 
定义 4.2.1 WD-5)D',E-,E" 是 双 分 次 群 ,一 个 恰当 侦 (D, BE;oa,， 
B,y) 指 的 是 以 下 恰当 三 角形 : 
a(—1,—1) 


D 一 一 D 
(0, 0)7 N < B(1,0) 
E 
其 中 a 有 次 数 (-1,-1), 8 AMM (1,0), y AMA (0,0). 
我 们 令 di: E — ERA di = £y, 更 准确 地 说 

dj". pet L, Ds Ê, Estht 
因为 76 = 0, 因此 didi = ByBy = 0, di 可 看 作 微 分 算 子 . S E) = H(E, di) 
Bp 

E5' = ker dj" /imdy*” 

4- D = ima, B} D3” = o(D** ^t) c pt, 


再 定义 Q2, Pa, Y2 如 下 : 


4.2 TÉ Te 


D» 22, D» 
"Ya N Jl Be 
127 


其 中 os 为 a 在 D$ = imo 上 的 限制 . AAAS i: Do = imo 一 DD X809 (0,0), A 
此 as =a-i A a 有 相同 次 数 , b2: Do > Eo 定义 为 
Ba(y) = [Ba (y)] 
其 中 [] 表示 同调 类 .Yo: E; 一 D2 定义 为 
rele] =y) ED 
ya My 有 相同 次 数 . & y= ale) € D5" , 则 


B»(y) = (8(x)] 
而 ze Dt", Alt [8(z)] e E; ^^ ,从 而 Bo 有 次 数 Q2, 1). 
定理 4.2.2 
D» AX Do 
(0, 0)72 N < B2(2, 1) 
E» 


是 一 个 恰当 偶 , oo 有 次 数 (71, 71), B2 ARR (2,1), y2 AMA (0,0). 
证 简单 的 追 图 法 . 因为 相 邻 的 合成 为 0, 因此 im C ker, 下 面 只 要 证 明 相 反 的 
包含 . | 
i$ x € D = ima M azz = az = 0, Wi) z € kera = im y, Bl z = yy X y E€ E. 
{H x € imo — ker 8, 0 = Br = byy = diy, AM y 是 循环 而 z= ly]. 
wc € Dz = ima Mj Boz = 0, Wl z = ay M Py = diw = Byw, Kill y- yw € 
ker 8 = ima = D». Mi ae(y — yw) = a(y — yw) = ay = x. 
$ r e Ea M yor = 0, $ x = [y] € Fo Mi yor = yy = 0, y € ker y = im 8, y= 
Bw 5+ w € D, Wl Bo(aw) = [Bu] = [y] = x. 
定义 4.2.3 148 (Do, E»; 02, 62, %2) 叫做 (D, E;a, 6, y) 的 导出 侦 (derived 
couple). 
因此 , 可 以 重复 这 种 构造 而 得 到 一 序列 恰当 偶 
D. — D 
Yr N < Br 
E, 
我 们 称 之 为 第 rAMA, 它 是 第 7 -1 个 恰当 偶 的 导出 偶 . 
定理 4.2.4 设 (D, E; o, B, y) 是 恰当 偶 使 a, 6,Y 有 次 数 (71, 71), (1,0), (0,0), 
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则 第 7 个 导出 偶 (D7, Er; ar, Bry Yr) 有 

(1) ar, Br, r 具有 次 数 (一 1, 一 1), (r,r — 1), (0,0). 

(2) dr = bryr: E?* — Beth ttr—) 由 Bo 7 * y Bin. 

(3) Bev, = ker d? /imdz-nt-7, 

证 对 7 的 简单 归纳 法 . 

定义 4.2.5 谱 序 列 是 一 序列 双 次 数 的 模 E MEAS dr : {E,,d,}r>1 使 d.d. = 
0 上 且 作 为 双 次 数 模 

Eni, = H(E,, dp) 

定义 4.2.6 模 M 的 子 商 模 是 形 如 M'/M” 的 模 , 其 中 M" c M 都 是 M 的 
子 模 . 

命题 4.2.7 (1) Xp C 是 B 的 子 商 , B 是 A 的 子 商 , WC 也 是 4 的 子 商 . 

(2) Abel # G 着 具有 如 下 性 质 之 一 , 则 它 的 子 商 也 有 这 个 性 质 :(a) G BR; (b) 
G 有 限 生 成 ; (c) G $6; (d) G 是 p SCH; (e) mG = 0 对 某 个 m. 

证 OBR. 

回 到 谱 序 列 {E,,d-}, 我 们 发 现 E, 是 Ej 的 也 是 E» 的 子 商 , 实际 上 是 E, (s <r) 
的 子 商 . 记 EQ” = 22"/B2" (Z5" = ker di, M di 循环 群 , B5" = imd, 叫 di 边缘 群 ). 
因为 B3”= Z3" / B", 第 三 同 构 定理 允许 我 们 假设 

0c B2 C B3 C Z3 C Zo C Eo 
重复 以 上 步骤 
0 C Bz C- C Br C Brya Ce C Zr Cre 
C Z2 C E» 

定义 4.2.8 设 Zi! —(lZ», Bet = UB 而 Est = Zet/Bst 叫做 谱 序列 
LER, di} 的 极限 项 (或 无 穷 项 ). 

命题 4.2.9 (1) Æ d? =0 WHA s,t, M) E, = Er+1. 

(2) Æ dèt = O MAA s,t Mr >q, 则 Egt = Es. 

证 显然 . 

Bice Est {Ë d,e =0, Bae Z2%,, Z5 —9 EB 是 投射 . 若 ole) DA 
dr ,10741(z) = 0. 则 or+i(z) € Z? 若 这 个 步骤 可 重复 实行 下 去 , M 

OortaorHi(Z) € Est 

这 时 z 就 留存 到 无 穷 . 

因此 , ES! = lim E?*. 

定义 4.2.10. Zi0 zar c E, 7z 称 为 留存 到 无 穷 (survives to infinity) , Xf 
BUB q2r, Zz 是 dy 循环 而 对 所 有 q 2 r, 它 不 是 dg 312 EST 作为 集合 由 0 和 那些 
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留存 到 无 穷 的 元 的 等 价 类 所 组 成 . 
定义 4.2.11 KC 为 范畴 , 而 CAC 中 对 象 . C 的 一 个 滤 子 (filtration) 是 一 
族 C 的 子 对 象 {FsCls € Z}: 
‘CFsIOCFSCC FStiCC... 
下 面 将 主要 涉及 C 是 链 复 形 范畴 或 分 次 模范 畴 . 这 里 的 链 复 形 C 和 分 次 模 是 
是 单 分 次 的 . 对 每 个 n Fs-1C C FSC 意味 着 Fs-10% C FC, 
定理 4.2.12 链 复 形 C 的 每 一 个 滤 子 (F^C) 决定 一 个 恰当 偶 
D -— D 
YN J B 
E 
使 a, B, y 有 次 数 (1 71), (0,0), (71,0). 
证 FsC 简 记 为 F*, 则 有 链 复 形 短 恰当 序列 
0 一 Ft Fs 一 下 /Ps 一 0 
导出 同调 群 的 长 恰当 序列 


o HSa( FI) 5 HLa(F?) + Heel F/F) To Horei(F® 4) > 


ju 
D= > H, (F1) > > Hei i(F*) = D 
s,t s,t 
YN <B 
3 HaaGT/FFY)-E 
8,t 


是 一 个 恰当 偶 . 证 毕 . | 

推论 4.2.13 ERI C 的 任 一 个 滤 子 决定 一 个 谱 序列 . 

定义 4.2.14 DRR H WTF {FH} 叫做 有 界 的 , FATE s = s(n) 和 t= t(n) 
使 (s < t) 

FH,=0, FtH,= H, 

这 时 0= F'H,CF' HB. Coe c FB, = Hn( 这 个 条 件 等 价 于 (0 EH, = 0). 

定义 4.2.15 HH JA ACER, 谱 序列 {Er d.) 称 为 收敛 于 五 , 记 为 E3 => Hn, 
若 存 在 一 个 有 界 滤 子 {FPH}, 使 

Est S F°H,/F° Hy 

对 所 有 st,n-ot- s. 

如 果 存 在 收敛 于 H 的 谱 序列 Ej! Hn, 通过 计算 ED”, 以 及 微分 算 子 d.(r 22), 
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则 可 以 确定 分 次 模 A 的 构造 . 

定理 4.2.16 链 复 形 C 的 一 个 滤 子 {FC} 所 决定 的 谱 序 列 (Ez, dr} 有 

(1) EZ! = Ee, 对 所 有 s,t 和 充分 大 7( 依 赖 于 s, t). 

(2) Ey’ => H,(C). 

证 见 [2]P.318. 

下 面 我 们 不 加 证 明 地 叙述 Lyndon 在 1948 年 证 明 的 一 个 谱 序 列 , 它 现在 的 形 
式 是 由 Hochschild 和 Serre 给 出 的 . 这 个 谱 序列 是 Grothendick 谱 序 列 的 直接 推论 . 
详 见 [2]P.355. 

定理 4.2.17(Lyndon-Hochschild-Serre) i H HÆ G WERTE, M 为 GS, 
则 存在 收敛 谱 序列 {EP dp) 使 


ES” = H*(G/H, H'(H,M))  H***(G, M) 
这 里 H'(H, M) 是 群 H 对 模 M 的 上 同调 群 等 . 
MRS G HIR R 上 Hopf 代数 , H 为 G 的 正规 Hopf FRX, 则 H'(H, M) = 


Ext} (M, R), 而 以 上 的 商 群 G/H 改 为 商 Hopf 代数 G//H = G/I(H)-G, 则 结论 仍 
成 立 . 因此 


H*(G//H, H'(H, M)) = Ext? (H'(H, M), R) 
G//H 对 H'(H, M) = Exi (M, R) 的 模 作用 如 下 : 设 … 一 M2 M, 4 
Mo 一 M 一 0 为 M 的 自由 分 解 , 则 Ext (M, R) 是 链 复 形 
-- — Homy (Mi, R) en Hom; (M;, R) AE Homg(M;-i, R) =- 
的 上 同调 群 . 
Hom (Mz, R) 在 如 下 模 作 用 下 成 为 G//H 模 : 
p(x) - f(m) = f(z m) 


HHtaeG,meM, fE Homy(M,R), ii p:G > G/H ARH. 这 是 因为 者 
p(z) = p(z’), W| z' - x = hz" (h € I(H), z" € G), W f((z' — z)m) = 0, 从 而 
f(zm) = f(z'm). 这 样 Extz" (M, R) 也 成 为 G// H 模 . 


4.3 Adams jÉJE5J 


ig A 表示 mod p Steenrod 代数 (p 2 2), X 为 谱 , H*(X) AX 的 Zp 上 同调 群 ， 
设 
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e 0$ 35 0,4 > 5 0$ 95, 0, 24 Co = H*(X) 0 
为 H*(X) 的 A B ge. 
定义 4.3.1. 以 下 谱 和 映射 的 图 形 


Co EE, Ñ EHE a .DIE hX 


| gs | gs—1 l9 | go 
°K, DSH RK 1 X-!K Ko 


叫 做 谱 X 的 Adams 分 解 , 如 果 K, 是 Eilenberg-Maclane 谱 使 H*(K,) = C,( 作 为 
A 模 ), H 
E, 473 K, 4 2 E, IS XE, 4 
为 上 纤维 序列 , 导出 的 上 同调 群 长 恰当 序列 化 为 短 恰 当 序 列 
0— HE) 2! Fr(K Æ H*(E,) —0 


NI NI 


0—  imds-ı gon} Cs—1 + 一 kerd,;| 0 


ker d,—2 imd, 


(因此 有 Ps9s — ds: Cs — C1). 
命题 4.3.2 给 定 任意 谱 和 的 4 自由 分 解 , 相应 的 Adams 分 解 存在 . 
证 设 Ko HEM BHE H*(Ko) S Co, 由 定理 3.5.7 存在 映射 go: X = Eo > Ko 
使 gx = € Co > H*(X). © 
Eo 2 Ky > E, 24+ XE 
为 上 纤维 序列 , 由 gi = e Ti, 则 它 的 上 同调 恰当 序列 为 
0 — H*(X) — Co — kere — 0 
S K1 Jj E-M BAF H*(K1) S Cl, g: Ey > Ky ABR gf = di: C1 — kere = imdi. 
AN 
A 
E, 2 K, > By I XE, 
为 上 纤维 序列 , 则 它 的 上 同调 恰当 序列 为 
0 — im di di Cı — kerd, — 0 
归纳 假设 已 有 上 纤维 序列 
Es- 723 K,4 © E, ,DE 


使 它 的 上 同调 恰当 序列 为 
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0 — imds-1 * C, 4 — kerd,_1 — 0 
& Ks 为 E-M WHE H*(Ks) = Cs, 而 gs: E, > Ks 为 映射 使 gt = da: C, 一 im ds. & 
E, 55 K, ^8 E, 24 DE, 
为 上 纤维 序列 , 导出 
0 — imd, += C, — kerd; — 0 
完成 了 归纳 法 . 证 毕 . 
定理 4.3.3(Adams) ”对 连通 有 限 型 谱 X,Y, 存在 具有 滤 子 e C Fs"ts c... 
c Fant? (C Pint! c FOn = [ErY, X], 的 谱 序 列 (E?f,d.) W (n =t- s) 
(1) dp: E — Est*nttr-1, 
(2) Es” & Ext! (H*(X), H*(Y)). 
(3 Bey, C Et, 当 r > s+1, 而 (|) Est = Est. 
(4) Fat/Fstlttl ~ Est, reer 
(5) 边缘 同 态 [xi^ Y, X], 一 EL” 一 ES” & Hom? (H*(X), H*(Y)) Jy Boardman 
AS [fo f*. 
注 按照 定义 42.15, 条 件 (4) 相当 于 Adams 谱 序列 是 收敛 于 [X"^Y, X], 的 收 
Kis E AU: 
E>’ & Ext! (H*(X), H*(Y)) => [Xt-*Y, X], 
其 中 [z^Y, X], 表示 [X^Y, X] B3 p 局 部 化 . 24 Y = 59, 则 变 成 
Ey” S Ext (H*(X), Zp) => r4 (X) 
收敛 于 m (X) BY p 2r ERE (p-primary). 
WE 在 谱 X Bj Adams 分 解 中 , 因为 
E, 2> K, 25 p, 2 DE, 
为 上 纤维 序列 , 导出 恰当 序列 
[E*, Es] 2 [DtY, Ks] 97 [xtY, E, 4] 2*5 [x*71Y, E; 
因此 


3 EY, Eu] I Se", E 
st s,t 


3 osa N / Y 9» 
3 EY, Ks] 


3,t 


是 一 个 恰当 侦 . 其 中 a= Uf PERPE p = sx; Y= 2 pstlx 分 别 有 次 数 (—1,—1), 
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(0,0), (1,0). 根据 定理 4.2.2 有 r 阶 恰当 偶 ; 


imat: [ntr-ly  E,,,] 一 [YfY, Es41] 


T Yr 
Bet: [StyY, KAT A 
1 Br 
ima’—!: [Hty, Es] 一 [Et "HY, E, 41] 
| ar 


ino" t [Ely E,,1] 2 [Et ^ *Y, E, 42] 


其 中 or! 表示 a 的 7 一 1 次 累 次 合成 . 因此 ar 有 次 数 (-1,-1), B+ 有 次 数 (7 一 
1,7 一 1)， yr 有 次 数 (1,0). 由 定理 4.2.2, 这 个 恰当 偶 导 出 谱 序列 {Ert d^) 使 微分 
算 子 为 d$; pst — Es*nttnr-l, 


因为 di" = B: (ZY, K] 一 [Z!Y, Keys] 的 导出 同 态 等 于 
dsr1: Homa(Cs, H*(Y)) > Hom’, (C541, H*(Y)) 
(这 里 dai: Co41 一 Cs 为 H*(X) 自由 分 解 的 微分 ), 因此 
E5" = H(E1", dj) & Ext? (H* (X), H*(Y)) 
下 面 为 简便 起 见 , 将 X 的 Adams 分 解 拓 广 为 E, = X, Ks = «QM s < 0). 因此 
SY, K] =0, [EYE] 9 (SY, Es] (4s 0) 
于 是 当 7 > s 十 1, 根据 第 7 阶 恰当 偶 中 a 的 定义 域 和 像 都 可 以 看 作 [Zo PY, X] 的 
TER 给 出 滤 子 (n = t — s) 
enc pens coc... Cc FEM gc ponc-[ynY X] 


其 中 


F*"+s —ima"!:[D'Y, E] 2 [E^ HY, E, 44] 
—im fsx fs—1* ttt fou fix: [Z! Y, Es] — [z*^*Y, X] 


(7 = s 十 1). AO, 4r >s+1, Et = 0, W Epy CES, Mitt N Eit = 
pert, 7 之 5 十 1 
为 了 证 明 收 敛 性 , 需要 证 明 
(1) D= N Fonts 的 元 的 阶 与 p E. 
(2) Pet/ Fe+Ltt ~ Es, 
如 果 有 这 两 个 结论 , 则 可 以 给 出 新 的 滤 子 (n = t — s): 
ec Punt! c pon = [pry, X], = [2"Y, X]/D 
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其 中 forts = Farts 1/ 万， 因此 Ft/Fstl,tt! ~ Pst /petbheti ~ Est, 而 N Fonts 一 
s20 


0. 定理 将 全 部 证 完 . 剩 下 的 (1)(2) 两 个 结论 将 由 以 下 的 命题 4.3.5, 4.3.6 来 完成 . 

命题 4.3.4 it H'(X) Æ E(Qo) 自由 的 , 则 存在 H*(X) 的 A 自由 分 解 

e OF 5 cr £4 o 5 H*(X) 30 

使 (kerd,)* 20,24 t < 25 + 2. 

证 首先 , 在 短 恰当 序列 0 一 M' 一 M 一 M” 一 0 中 车 有 两 个 (例如 M, M" 
是 E(Qo) 自由 的 , M Ext%(oo(M”, Zp) = ExtgQ(M', Zp) = 0( 当 s > 0). 由 导出 
的 Ext 的 长 恰当 序列 可 知 Ext 9,)(M, Zp) = 0( 当 s > 0), 因此 第 三 个 也 是 E(Qo) 
自由 的 . 因此 , E(Qo) 自由 的 H*CX) 的 任 一 自由 分 解 都 使 ker ds (s > 1) 是 E(Qo) 
自由 的 . 

假设 Ce,C*,…,C*_| 已 经 选 出 , 使 (kerd, 1)! = 0, t < 2s. 选择 (ker ds,_1)* 
的 E(Qo) 自由 生成 元 q1,92,… ,qn. 由 以 下 短 恰 当 序列 


0 — (ker d,)?: — C2* Ż> (imd,)? = (ker ds_1)?° > 0 


FETE 后 in € C^ 使 ds(ki) = qi, W ki, k, 是 Cz 的 E(Qo) 自由 生成 元 ， 
C?* = (imd,)?*, 从 而 (kerd,)?* = 0. 因为 C2**! 中 的 Qoki, Qok2,… ,Qokn 是 线 
性 无 关 的 , 因此 Ct 没有 d, 循环 , 即 (kerd,)**+* = 0. 因此 (kerda) = 0, 当 
t < 2s 十 2. 证 毕 . 

命题 4.3.5 D= 站 天 的 元 的 阶 与 p 互 素 . 


s>0 
证 由 于 A*(X) 的 自由 分 解 可 使 (ker ds)* = 0, t < 2s - 2, Wi) H'(E,,Z,) S 
(kerda) = 0. 从 而 Hi(E.,2,) = 0,t < 28+ 2. 由 Serre modC 理论 可 知 
[E*(V S°), Es] 的 元 素 与 p ER C (2542), 其 中 V 5 是 50 的 若干 个 一 点 和 | 
AS Y 是 有 限 型 的 谱 , 则 由 恰当 序列 的 方法 可 推出 (DY, E] 的 元 的 阶 与 p 
HU L«2s-2— k, 上 是 与 YY 有 关 的 常数 . 因此 EY, Estr] 有 相同 的 结论 当 
tcr <2s 十 2r 十 2 一 k. di s tAE, WREAK rA (EY, E44] 的 元 的 阶 与 p 
AR, 因此 对 [Y pret AJ im o^: [X**7Y, Es+r] 一 [E*Y, Es] 也 成 立 . 证 毕 . 


命题 4.3.6 对 所 有 s,t, Fast/ Fas+Lt+l & pst. 
证 在 定理 4.3.3 证 明 中 的 第 r 阶 恰 当 侦 


. — a . 
ima! —5 ima 


Yr NO Z Br 
Es 
P, y: EP! = [D'Y, Ke) RE 一 imat: [Ett tY, Esr] 一 [X'Y,E.a), 在 命 
E 4.3.5 的 证 明 中 已 知 当 ” 充分 大 右边 的 每 个 元 的 阶 与 p BR, 但 [XY K] = 


r—1 
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Hom',(C,,H*(Y)), C, 是 A 自由 模 , 因此 Et 的 每 个 元 是 p 阶 的 , 因此 im, = 0, 
从 而 br 是 满 的 (7 充分 大 ). 由 恰当 性 立即 得 出 当 > 5 1, 
Est c im o? /im gst — petjpstttel 

m4r>st+1, Et = Est, 证 毕 . 

命题 4.3.7 在 Adams 谱 序 列 中 , ES! = Zst/Bst, 其 中 Zs! = kerd, C 
[E Y, K] 是 那些 使 合成 DIY > K, 05 Bop 有 到 ETH Esr 的 提升 的 映射 所 
组 成 . 

Bet = imd (5 5*7? c [Xt Y, K;] 

由 gsh: EY — E, 2> K, 所 组 成 , 其 中 h 使 合成 CY > E, 一 XT E, ua 
0 (r 2 2). 

证 对 7 归纳 . 24 =2, 因为 dy’ 是 合成 

dèt: [DtY, Ka] “tS SEY, E,,,] 23 [Sty, Ke1] 

因此 diih] = 0 当 且 仅 当 pih 有 到 XE, S 的 提升 (由 恰当 性 ), 因此 Z2" = 
kerdi”. 同 理 可 证 Bj'—-imdj- bt ggg Z. * =ker ds >, B? * =im ds 一 Pe t—r +3 | 
因为 


EP im ar 一 2. Erben 
人 一 . 人 一 
P . || Yr-1 [Z! Y, E-T2E,,, 1] Bri | 
r-Y' [sty, Ks] | IEY, X-7*2 K 4] 
的 子 商 [Z*Y, Es41] 的 子 商 


对 [h] € [了 iY, Ks], 使 [h] € kerd?”,, EH ([h]) € E2",, 由 42.1 及 4.2.3(2) 关于 
导出 恰当 偶 的 定义 可 知 (注意 到 a — Y^ fsx, B= > gee, Y= Do Pstie 而 Or, Br, Yr 
由 o, B, y 导出 ) 
d A {(h]} = Brive [h]} = (8-207150 -2[^]) 
故 
ds {lh} e E 
因此 d$. {A} = 0 当 且 仅 当 psih 有 到 ET Estr- 的 提升 hh ME gs+r-ih € 
imdr-2 = Bett "1”“, 由 归纳 假设 , 存在 h: XY ^ X7? Espri 使 得 gs4r-_1h = 
gsir_ih. 而 且 以 下 合成 
SY -h D+ Bpr- > Espi 

为 0, 因此 ge. i (h — À) = 0. HEHHE, h — AEE H Esr HES h, ARE d 
Porth P) ETH Eryr 的 提升 ,因此 Zet = ker d*i. 同 理 可 证 B?! = imd 1 s 7. 
完成 了 归纳 法 . WES. 

注 我 们 证 明定 理 43.3 时 假定 了 H*(X) 是 E(Qo) 自由 的 , 这 样 就 不 能 包括 
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X = S°=Y 的 情况 . 但 是 , 下 面 的 论断 可 以 使 Adams 谱 序列 对 X = S°=Y 也 是 
成 立 的 . 设 KZ Æ E-M i£, 使 

Z, r=0 

0, r#0 


f: 一 KZ 为 ro(K2) 的 生成 元 , 以 下 为 上 纤维 序列 
S9 KZ, W 
则 m (S9) S tr4i(W) (r > 0), 而 
Ext% (Zp, Zp) S Ext% "*(H* (W), Zp) 
t-s >0, s >0, 37H H*(W) Æ E(Qo) 目 由 的 . 

下 面 说 明 Adams 谱 序列 的 自然 性 . 若 k: X 一 X 为 映射 , 则 H*(X) 和 H*(X) 
的 自由 分 解 可 以 由 以 下 可 换 图 形 联系 : 

CO 0 240 -SH*(X) 30 
Tre TM df — TE 
36, SO 4G MAH (X) 50 

命题 4.3.8 X fl X 相当 于 上 述 自由 分 解 的 Adams 分 解 中 存在 一 个 映射 
ks: Es > E, 和 ms: Ks 一 Ks (s > 0) {Ë 

(1) m; = às. 

(2) ko =k: X — X. 

(3) 以 下 图 形 同 伦 可 换 : 

E,-5 KS E, SE, 
Lks lm her — [XR 
BE, 2 K&S En vE, 

证 对 s 作 归 纳 . 首先 因为 Ks, Ks 是 EM if, 则 对 任意 s > 0, 存在 映射 
ms: Ks > 天。 使 mz — A, 归纳 假设 ks: E, 一 E, BA (4 s — 0 HC ko =k). AW 
pg = ds, m; = A, 而 ds 和 s = Aids, 因此 pg; m; = m$ 259; = pSksgs ae H 
归纳 假设 pma ~ ksps). 但 是 pt: H*(Es) > H*(Ks_1) Æ ker ds- 到 Cs 的 内 
St, 因此 gz m3 = ki - 93. AA Ks 是 E-M W, 立即 得 出 Msgs c gsks, 由 上 纤维 的 
HM, 存在 ks+1: Esa > Es 使 以 上 图 形 (3) 同 伦 可 换 , 完成 了 归纳 法 . WERE. 

推论 .4.3.9 Adams 谱 序 列 在 以 下 可 换 意义 下 是 目 然 的 : 

ES (X) Exi (H*(X),,H*(Y) => [x"Y,x], 
| k* | ke 
E;'(X) & Ext (H*(X),,H*(Y) = [E"Y, X], 


1,(KZ) = | 
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下 面 我 们 进而 讨论 Adams 谱 序 列 中 的 乘法 . 4 X = Y = S59, 则 ES" œ 
Ext% (Zp, Zp) 是 Steenrod 代数 A 的 上 同调 H(A). 由 4.1 节 可 知 它 有 Cup 积 , 而 
Tn (S5), = [E° S., S), 也 有 合成 乘积 . 

下 面 有 一 个 定理 可 使 Adams 谱 序 列 中 都 有 乘法 而 使 在 E) PARAM 
H*' (A) 的 乘法 一 致 , 在 m4 (S?) 中 的 乘法 就 是 上 述 的 合成 乘积 . 

定理 4.3.10 4 X=Y = S, 可 定义 乘积 

Est @ Est EN Ests ttt! 
(1) 乘法 是 结合 的 ， 对 次 KR t-s 反 交 换 . 
(2) 乘积 Ej @ E; ^ — ES 除了 符号 (71) 外 和 Cup 乘积 
H**(A) Q Hs (A) 一 Hsts ,t+t (A) 
重合 . 

(3) d,(w-v) = (dru)v + (—1) vu(drv). 

(4) 乘积 和 同 构 Ee, = H(E,,d,) 可 交换 , AA ER — E$! (s « r « R «€ oo) 
可 交换 . 

(5) Es; 中 的 乘积 可 由 合成 乘积 

Tm(S°) & nm (S9) 一 me cm (S?) 
过 渡 到 商 而 得 到 . 
我 们 省 略 了 这 个 定理 的 证 明 , 详 见 文献 [3] 定理 2.2. 
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首先 我 们 回顾 一 下 第 1 章 所 讨论 的 原初 (第 1 Br) 上 同调 运算 . X 是 拓扑 空间 
或 谱 , 则 Steenrod EMA Pt: H"(X; Zp)  H"*?90-9(X;: Zp) 是 一 个 原初 上 
同调 运算 . 因为 Z LAWE H*(X; Zp) = K(X) = X; EKZ, 其 中 KZ, 为 
Eilenberg-Maclane j£, 因此 对 循环 缩减 究 , 存在 f: KZ, > KZ, 为 次 数 2i(p — 1) 的 
映射 ( 即 f: KZ, 一 X? 9-0 K Zp) 使 P! = f. : [X;E"KZ,] 一 [X, Ent- K Z]. 

一 般 地 , X; A, X 是 谱 , 广义 上 同调 群 A" (X) = [X, ^A] (n € Z). Æa: A> B 
为 次 数 7 的 映射 ( 即 a: A 一 X7 B), 则 

a,: A^ (X) — B+"(X) 

是 一 个 原初 (第 1 阶 ) 上 同调 运算 , 这 是 因为 as XA X 的 映射 是 目 然 的 . 下 面 我 们 将 
讨论 n 阶 上 同调 运算 (n > 2). 

定义 4.4.1 BHC, 0,4 一 … 5 Co( 其 中 Cs 为 A 自由 模 ) 称 为 导出 
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一 个 n 阶 运算 , AATE Pie BJ REDE T: 

En > Ei Ey E, = Ko 

| Vn | Vn-1 | V» lvi 

DanH K, D+H Kai DIK Ki 
使 Ki EM 谱 具 有 H*(K;) = Ci Ale 

DHK -5 B, 25 Bia ^ X UK, 
为 上 纤维 序列 , 具有 jiu = di: C; DHC. 我 们 定义 联系 于 上 述 图 形 
e 的 n 阶 上 同调 运算 Vn 如 下 . 设 X Bis, u € Es(X) = [X, Ey = [X, £E], 
BV, XE u 有 和 定义, 若 存 在 提升 ve Es(X) = [X, En]; f II. (v) = u, 其 中 II = 
p2 Pr: Er 一 E. i Vn 在 u 有 定义 ， 令 
Wn(u) -Uva«(v) C [X, Kn]? = KS(X) 


其 中 并 是 取 遍 所 有 的 提升 v. 因此 V, 作为 关系 给 出 ( 即 [X, E]: x [X, Ks]? HF 
集 ). 有 时 , 记 Un = (Y1, V2, Yn). 


不 是 所 有 的 复 形 C, «+. 一 Cp 5 0, Ss Cy 都 能 导出 n 阶 运算 T^. 能 导 
出 n 阶 运算 T^ 的 条 件 比 较 复杂 , 这 里 不 详细 讨论 . 当 n= 1,2, 即 复 形 C1 一 Co 或 
Cz 一 Cy > Co 总 是 可 以 导出 1 阶 或 2 阶 运算 Fl 和 T2. 但 一 般 地 , 归纳 的 步 又 可 
按 以 下 命题 来 做 

命题 4.4.2 BHC, 350,4, E.. o OG 25 0, 25 0, 导出 n 阶 上 同调 
运算 , 当 且 仅 当 复 形 C. a 一 …: Co 导出 n 一 1 阶 上 同调 运算 


Pn-1 


Ey Ej By 
| Vn-1 | V» ly 
D+H Kai EIK Ki 


使 Yn—-1 和 映射 fF: Kn-1 > Kn (f* = dy) 的 合成 jn -1 二 0. 
证 必要 性 因为 复 形 Cr on, Cn-1 -个 一 C0 导出 I”: 


En > Ena Ei 
| Un | Un-1 | vy 
Sok, EH Kni Kı 
则 
En-1 Pas... P2, E 
| Vn-1 l yı 
DH Kni Kı 


由 Cn-1 一 … 一 Co 导出 且 
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EH Kai Jn, En P, En-1 ^ YR. 
为 上 纤维 序列 而 fn- = UnInWn-1 = 0( 因 为 f = WnJn 及 由 恰当 性 InWn-1 = 0). 
充分 性 . 车 Cn_1 T3 IS Co 导出 


E, 4 3 ....2, E 
l Wn-1 { Vi 
wont? Kai Ki 
使 fun-1 2 0. 令 
Ek. 2 En 25 1 29 DOH Kp YE, 
ÍN lv. 
EH K, 


为 上 纤维 序列 ， 由 fn- = 0, 则 存在 Vn 使 f ~ WnJn- 因此 Ch 一 一 C0 导出 n 
阶 运算 r. 

E, > En-1 >>- —> Ei 

l Vn l Wn-1 l Vi 

yolk, Drt Kai Kı 
证 毕 . 

命题 4.4.3 Wn-1 = (V1, V2, ttt , Wn—1) 是 对 应 于 r” 的 n—1 阶 上 同调 运算 ， 
Vn 一 (V1, We, "tt ; V1; Vn) 是 相应 于 I^" 的 n 阶 上 同调 运算 ， 则 V, (u) 有 定义 当 且 
仅 当 Vn_1(u) 有 定义 且 0E V,-1(u). 

证 因为 0€ V, 4(u) 意味 着 u 有 提升 VE [X, Eja]? 使 Wn—-1U = 0, 则 由 恰 
当 性 , H v e [X, En]? 使 pov! ~ v, Bl u AER v^, 从 而 Unlu) 有 定义 . 必要 性 的 证 
明 留 给 读者 . 证 毕 . 

以 上 命题 指出 了 , Yn 的 定义 域 是 kerV,1. FERIHA H, Yn 的 不 定 类 
(indeterminacy) 将 由 另 一 个 n 一 1 阶 上 同调 运算 更 1 给 出 : 


/ 
Pn-1 


E (,—-:— E LN E| 2X Ki 
| Kn-1 | k2 | ki = je 
E, +++ E; 2> E> 2> Ei 
| Vn | Va lw lyi 
york, 3-7? Ka X Ke Ki 


A E, = X Ki, 则 映射 jo: E| — Eo 和 ps: ES 一 Fo 将 导出 回 拖 ( 见 命题 
3.2.8 EB). 接着 进行 下 去 , 得 到 一 系列 回 拖 E, o, E, , 如 上 面 的 图 形 . 由 回 拖 的 性 
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/ 
Vii 


sik, 24 E), pl, yg, 
| | ki | ki-1 | 
DK; 25 Bp 2 B% DHK, 
因此 得 出 复 形 X Cr 一 … 一 2 CC1 SMA n1 阶 运算 
Ej,  Ej5o:5 E 
l Va | V2 lvi 
yolk, Dr? Kni DIK 


其 中 yi JERE 53 E, 一 DUK, 且 将 相应 的 n 一 1 阶 上 同调 运算 记 为 
Pa- = (Vi, Vs) 

设 亚 "在 ve [X, EA KE X, vi, vo € [X, EJ? 为 4 的 两 个 提升 , Bl po- palv) = 
p2…pn(v2) = u, 因此 p2…pn(v1 — v2) = 0. 考虑 以 下 图 形 : 


/ / 
Pn-1 Po 
—— 。。 


X-5 E 3, EL =D 'ky 
Vi — V2 N | kn-1 | ki 
E, 4... P3, E, 2> E; 
lv» Ly 
DIK Ki 


因为 Bi 一 五 一 五 > Ki 为 上 纤维 序列 , 由 恰当 性 , pa pa (01—v2) = k1(w1), wi € 
[X, Ei]. 又 由 于 voli (wi) = 0, Bl vi (wi) = 0, AWA we € [X, E5]*, 使 po(wo) = wi 
SF. w 有 提升 we [X, Ez, 5, BI p5- ph- (w) = wi. 因此 有 v1 一 v2 = kn_i(w), 从 
m 
Vn(v1) — Un(v2) = v, 1(w) 
这 是 因为 VL. = Vac kn_1. 更 进一步 , A v € [X, En] eu 的 提升 , 则 o 十 kr_1w 
对 任何 we [X, E, ,]* he u HER, 因此 更。 的 不 定 类 是 im Wi, ,, 我 们 可 以 认为 
V,:kerV, | 一 [X, K,]?/im V7, , 
例如 , 由 复 形 Co C 5 Cy 导出 的 二 阶 运 算 
Em Æ E, = Ko 
| V» lvi 
>! Ko Ki 
我 们 有 
Wo: ker dj 一 |X, Ke]* /im d3 
这 里 dt: [X, Ki_1]*  [X, Ki]* HC; t, C , 导出 的 同 态 . 
命题 4.4.4( 自 然 同 态 ) 设 a:X' 一 六 为 映射 , u € [X, E]. 大 V,(u) 有 定义 ， 
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则 U,(a*u) 也 有 定义 , H a*WV,(u) = V,(a*u). 
证 明 是 显然 的 . 
TUM n 阶 运 算 T" (FAP RARER X", 则 得 到 n MER UT", 从 而 有 nn Br 
上 同调 运算 xw. 叫做 Vn 的 7 次 双 角 锥 . 
命题 4.4.5( 双 角 锥 性 质 ) Wu c [X, E], M v, (X^u) 有 定义 当 且 仪 当 Xn v, (u) 
有 定义 . 这 时 有 UW, (u) = w,(Xru) (其 中 "7:[X, Ep 9 [X, Ern AM AER 
T). 
下 面 我 们 指出 , Adams 谱 序列 的 微分 算 子 d 实际 上 是 7 阶 上 同调 运算 . 
定理 4.4.6 设 …: 一 C， de, s 0, 35 Oo —5 H*(X) 0 4 H*(X) B8B 
由 分 解 , (E2*,d2!) 为 4.3 节 中 定义 的 相应 于 上 述 自 由 分 解 的 Adams 谱 序 列 , 则 存 
在 由 复 形 Cs 一 :… 一 C, 导出 的 7 阶 上 同调 运算 V: (s > 0, r > 2) 使 以 下 图 形 
DET | 
zst t Y, ETH K, ]-t/ Bst™ttr-1 
l T 


det 
Est — s Estnttr- 
其 中 Est = Zst/Bst Bl Zot = kerd**,, ifj Bot 2imd$ 1 7. 
证 考虑 以 下 图 形 : 


F4 一 FL 一 》... 一 Fi = X IK, 

im { { 

F, —> Fa —: Fə — Fı = K; 

[n l { N 
yortip 1 fotr DHE pri fs+r-1 Y !E,2 EN Es 

| 9s+r | 9sr-1 |l 9542 l 9541 
ETH KR, ETH Ker X 1K,2 Ks41 


其 中 第 三 行为 和 的 Adams 分 解 ( 见 定义 4.3.1), 第 二 行 是 第 三 行 的 一 序列 回 拖 , 第 


一 行 是 第 二 行 的 一 序列 回 拖 . 因此 第 二 行 是 复 形 Cyr > 
算 , 可 定义 r 阶 上 同调 运算 V, 而 第 一 行 是 复 形 2-1Csy 一 … 


— Cs 导出 的 r 外 和 运 
—> X 6,4 导出 


的 (r — 1) 阶 运 算 , 可 定义 (r - 1) 阶 上 同调 运算 WI V. 因此 
Vs: ker V5 , — [Y, X377 K,,,] * /'im V7. , 
下 面 先 证 明 imW. ,-— B$t^ttr-1, 再 证 明 ker U,- = 2°". 
首先 指出 , Zet c IY, K] BAR Sty > K, 5 Bey, 有 到 XH E, 
的 提升 的 映射 n:xtY 一 K, 所 组 成 . 而 Bet C [Y, K] t 是 由 g,h: XY 一 > E, 25 
K, 所 组 成 , 其 中 h 使 合成 
SY — E, > Y E, ua 
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为 0( 见 命题 4.3.7). 
但 是 im V. , 是 由 合成 映射 gs+rnmA 所 组 成 , 其 中 h E Y, F7. .,]75, 显然 合成 
DY ^75 Dl E, | > Ea 是 零 (由 以 上 图 形 的 可 换 性 得 出 ). 因此 


。 / str,t+r—1 
in V, C B; 


另 一 方面 , 任意 gh: DY > XH E, 953 3-7 Koar 属于 
Berner}, 因此 合成 
SY 4 y-HE > Eja 
为 0, Mina h 使 下 图 可 换 , 再 有 9 使 下 图 可 换 , 因此 有 Bett] C im 亚 / 1 
wry 
h/g} hN 
F! e Fl > ETH Er > EH Kar 


N "4 


X 1E, — E41 


另外 , RAVE ker V, = Z^. 因为 hY > Ks 使 合成 XY 一 ; Ks 05 
Es 有 到 ETH E, LL 的 提升 当 且 仅 当 h MERA LOY > F,, BI h 为 合成 
xty -FSF-K, 
因此 对 这 个 提升 7，9s+r 同时 代表 了 Vh) 和 d, [h]. WEE. 
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#5 Steenrod 代数 的 上 同调 


第 4 章 中 , 我 们 已 叙述 了 收敛 到 球面 稳定 同 伦 群 的 Adams 谱 序 列 
E5* = Ext (Zp, Zp) > Tt-s(S°)p 
这 是 计算 球面 稳定 同 伦 群 的 重要 工具 , 它 的 E» 项 , Bl Steenrod 代数 上 同调 
H**(A) = Ext4 (Zp, Zp) 

是 决定 球面 稳定 同 伦 群 的 主要 数据 . 

关于 H(A) 的 计算 结果 如 下 . H(A) = Zp 是 显然 的 .H(A4) 实际 上 由 
Steenrod[l] 确定 .H2*(A) 当 p = 2 H Adams, J.F.U! 确定 , 并 得 出 了 H3*(A) 中 
的 可 分 解 元 .H2* (A) 当 p > 2 由 Liulevicius?] £81H.H?*(A) ?4 p — 2 由 Wang! 得 
H, 24 p > 2 Aikawa, T.5 得 出 . 另外 Tangoral® 得 出 H**(A) 4 t—s < 70, p — 2. 
Nakamaral"] 利用 May 谱 序列 外 得 出 EO H9*(A) 4 t-s < 2(p—1)(3p?+ 3p +4) —2. 

H**(A) 的 计算 是 一 个 比较 困难 的 问题 . 本 章 介绍 H”*(4) 当 s = 0,1,2 Wit 
算 , 对 不 同 的 s 将 用 不 同 的 方法 . 本 章 材 料 5.1~5.3 PSAK [3], 5.4 市 参看 文献 [8]. 


5.1 Bar 和 Cobar Mfg. H'*(A) 的 计算 


i C 为 连通 五 分 次 Hopf 代数 , e:C  R ASI BUN Bar 分 解 是 RR 的 一 个 特 
殊 的 C 自由 分 解 , HP RK C 模 结 构 由 增 广 e 给 出 . 
设 T(C) = kere (t 1(C) = E C), 4 B(C) 为 分 次 及 模 BH a > 0 
B(C), = &1I(C) = I(C) &---&I(C) 
它 的 生成 元 写作 “MERE (bar) 而 不 用 张 量 积 符号 @， 例 如 [aiaz] laq, HH 
a; € I(C). 规定 B(C)o 为 [] 生成 的 RB. 
设 B(C) 为 自由 c 模 链 复 形 , 使 
B(C), =C OR B(C)q 
它 的 元 素 形 如 ala, |a2|- --|a4], «€C, ajeI(C). B(C) Xe R ERB e: B(C)— R 
定义 为 
(ala; |a2|---|aq])=0, — 34a» 0 
€ (a[]) = e(a), 4q=0 
i j: B(C) > B(C), i: B(C) 一 B(C) 定义 为 
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i[a1| - -- Jag] = 1 - [a| -+ Jag] 
j(alai] - - - |aq]) = €(a) [ar] ++ - aq] 
下 面 我 们 在 B(C) 上 定义 RARE C 不 变 的 微分 d 和 R SCHERER HE S, 从 而 
使 B(C) 成 为 零 调 的 目 由 链 复 形 . S 的 定义 为 


5(aloll -- |aq]) = [alai] - -- laa] 


d 定义 为 (归纳 的 ) 
d[1=0 
dS+Sd=1-ij 
4 d= jdi, W d EXE B(C) 上 显示 如 下 : 


q—1 


d[ai| --- Jag] = $ (~D [ai] lasaia] lag] 


1=1 


实际 上 , d 也 可 写成 


-1 
d-Y'(-11816--e$8--81 
i—1 


其 中 少 C@C 一 C 为 C 的 乘法 . 
因为 B(C) Æ RH CO 自由 分 解 , 因此 对 任意 C 模 M, Extg (R, M) = H (Homb 
(C @p B(C), M)) S H*(Hom5(B(C), M)). 因此 只 要 计算 Hom5(B(C), M) 在 微分 
Hom(d, 1) 之 下 的 上 同调 群 即 可 得 到 Ext& (R, M). 
下 面 简 略 介绍 Cobar 分 解 . 设 C 为 连通 有 限 型 尺 分 次 Hopf 代数 , M = R, C* 
为 C 的 对 偶 代 数 . 设 o: CC 一 CAC 的 乘法 .9*:C* 5 C*eC* 为 C* 的 对 角 映 射 ， 
m*:C* + RA C* 的 增 广 P n: Ro C 为 C 的 单位 ). 令 I(C*) = kern*, F(C*) 
为 分 次 忌 模 上 的 链 复 形 使 
F(C*), = @9T(C*) 
而 它 的 微分 算 子 5 定义 为 
q—1 


= Y (-1)'1®@---@¢*@---@1 


i=l 
NE C 是 有 限 型 Hopf 代数 的 情况 下 , 上 链 复 形 (F(C*), 5) 和 (Homa(B(C), R), 
Hom(d, 1)) 是 同 构 的 . 因此 它们 的 上 同调 群 为 Extc*(R, R) Ext (R, R). 
下 面 我 们 用 bar 分 解 来 计算 Steenrod 代数 4 的 上 同调 
H*(A) = Ext®;*(Zp, Zp), X §=0,1 
定理 5.1.1 (a) H9*(A) = Ext" (Zp, Zp) & Zp, 生成 元 为 1 有 次 数 0. 
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(b) Hi*(A) = Exth*(Z,, Zp) 以 下 述 各 元 为 基 : ao 具有 次 数 Y, h 具有 次 数 
2p'(p — 1) (i > 0), HF A X mod p Steenrod 代数 ,p> 2. 

证 (a) 注意 0 4E ERE fe Hom(B(A)o, Zp) 使 f[] = 1 是 上 循环 , AD of[a] = 
fdla] = 0. 因此 它 的 上 同调 类 (f) 决定 H? 的 唯一 生成 元 (这 里 ô= Hom(d, 1)). 

(b) 任意 1 维 上 循环 f € Hom(B(A),, Zp), 则 5flailaz] = 0(a1,a» € I(A)), 即 
fdlailaz] = 一 flaiaz] = 0. 因此 对 A 的 任 一 可 分 解 元 a, 有 fla] = 0. EX fi A 
filP”] = 1, [PP] = 0 , 4 j 4% fl] = 0 而 对 所 有 A 的 可 分 解 元 a，fi(a) =0. 
因此 它 的 上 同调 类 (f) = hi 是 Hi?» 0-0(A) 生成 元 , 令 g 为 g[8] = 1, 而 其 他 
a € I(A) ¥ gla] = 0, 则 9 为 上 循环 , 它 的 上 同调 类 (9) = ao 为 H(A) 生成 元 . A 
此 (ao, hi} (i > 0) 是 H1*(4) 的 Zp 基 . HER. 
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设 v:A— AG A HW mod p Steenrod 代数 4 的 对 角 映 射 , YP 1: AO eA v 
H p-lKRKAM, B(A) 为 A 的 bar 分 解 . 因为 B(A) 是 4 模 , 因此 e? B(A) 是 
DPA 模 , 通过 yrl, S" B(A) 变 成 4 模 . 
Ut I 为 具有 生成 元 z 的 p 阶 循环 群 . KW = 55 Wi, Wi 为 群 环 ZI) 上 的 单 
个 生成 元 ei 生成 的 自由 模 . 定义 
d:W —^W 
为 
d(e2i+2) = Neai+1 
d(e2i+1) = Desi 
HA N=1+24a74+---+2?1, D=2-1, W (Wd) 成 为 自由 零 调 链 复 形 . 
^ W @ B(A) 为 链 复 形 , 具有 微分 
d=d@l+yed 
其 中 7 = (-1)%8 7.11 xk W ASTER au E, inj TE BCA) 平凡 的 作用 , WU W @ B(A) 
WU Z,I) 模 .W e B(A) 也 是 A Ñ, 使 4 平凡 作用 在 W E, 而 A 通常 的 作用 在 
B(A) 上 . 
定理 5.2.1 存在 链 映射 ©: W e B(A) 一 8?B(4) 使 B(e081)=1818:……@1 
Hé II 5j A 不 变 的 . 
证 设 5:B(4) — B(A) 为 5.1 节 定义 的 链 同 伦 , 令 T:8?B(4) 一 SPB(A) Ny 
p 


T=) C8- -9e @ S818: 81 
i—1 
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其 中 e 为 B(A) 的 增 广 . 因此 有 dT + Td =1- @?e'. 今 归纳 的 定义 下 如 下 : 
B(ep @1)=1018-@1 
b(e,@1)=0, %4i>0 
(e; Q afai]: -- |a4]) = a®(e; & [a1] -- - |a4]) 
$(ze; Q alai| --- |a4]) = z&(ei ® a[ai| -- - [a4]) 
$(e; & Su) = T9(de; & Su) + (—1)'T P(e; & u) 
在 低 维 情况 需要 验证 © 与 增 广 的 可 交换 性 . 下 面 我 们 只 验证 在 高 维 情况 下 有 
Od = d®. 


db(e; & Su) 2 dT (de; & Su) + (—1)'dT P(e; Q u) 
= —Tdé (de; Q Su) + ®(de; Q Su) + (-1)** Td9(e; Q u) 
+(-1)'®(e; Q u) (A AdT + Td=1) 
= (—1)'T®(de; & dSu) + (de; & Su) + (—1)'*'T®(de; Q u) 
+(—1)*t!T@(e; @ du) + (-1)'9(e; & u) (由 归纳 假设 ) 
= (—1)'*'T®(de; & Sdu) + (-1)'T9(de; Q u) + (de; & Su) 
+(—1)*t!T®(de; Q u) + (-1)T ®(e; Q du) 
+(—1)'®(e; Q u) (因为 Sd 十 dS = 1) 
= (—1)**' ®(e; Q Sdu) + ®(de; Q Su) + (C1)*9(e; Q u) 


男 一 方面 ， 
d(e; Q Su) = ®(de; Q Su) + (—1)'®(e; & dSu) 
= (de; Q Su) + (—1)**16(e; & Sdu) + (—1)'®(e; Q u) 
因此 有 d = db. 证 毕 . 
设 F(A*) 为 4 的 Cobar 分 解 
$*:W @ @P F(A*) — F(A*) 
定义 为 


(B* (e; & [ai]: -- Jon], [a3] -+ lap)) = (larl: lap], (es 8 [ai] 7: a2]? 


其 中 [ai]: ap] € B(A), [ar]: lap] € @? F(A"). 

定义 5.2.2 Cobar 分 解 F(A*) 中 的 斜 积 (slant product)[oi|---]os]/ei; = 
$* (e; & [o1] -- - |ap)). 

命题 5.2.3 Bac F(A*), o? = lalo|--- |a]. 

(a) # a Æ F(A*) 的 上 循环 , 则 o? /e; 是 不 变 上 循环 . 

(b) Æ a d& F(A*) 的 上 边缘 , 则 o? /e; 是 不 变 上 边缘 . 
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证 (a) 由 公式 6(v/e;) = v/de; 十 (一 1)i6v/ei; 直接 得 出 , 其 中 为 e? F(A") 的 
Ls. 

(b) 是 更 广 一 些 的 结论 的 推论 . Ut BA 4 的 Hopf FRE i: B 一 4 为 内 射 ,i 导 
出 链 上 映射 i: B(B) 一 B(A) 和 上 和 链 映 射 i*: F(A*) 9 F(B*). Ku AEE i*u = 0, 
则 存在 OA m € Zp( 不 依赖 于 u) 使 

5(u? /ej_pri y) = m (Gu)?/e; 
其 中 7 是 不 变 上 链 使 iy = 0( 这 个 等 式 的 证 明和 E.Dyer 5j R.K.Lashof??! P.13-16 
的 证 法 类 似 , 这 里 略 去 ). 因此 结论 由 这 个 等 式 得 出 . 证 毕 . 

定义 5.2.4 db h € Ext? (Zp, Zp), h = {a}, KF o Æ F(A*) 的 上 循环 , 则 
h? Je; = {a?/ei} € Ext? "P'(Z, Zp) 叫做 h AS d PAR ABONO. 

定义 5.2.5 设 B 为 4 的 正规 Hopf 子 代数 ,i: B 一 A 为 内 射 .zx € Ext (Zp, Zp) 
叫做 可 超度 的 (transgressive), 若 存 在 F(A*) HE] Eg u fii x= {i*u} 而 ôu =II*v, 
其 中 ve F((A// B)*), I: A 一 A// B 为 投射 . 这 时 称 xz 可 超度 到 y = (v). 由 zy 
的 对 应 叫做 超度 (transgression). 

命题 5.2.6 Aor 可 超度 到 y, W x? /e; 可 超度 到 m:y?/ep+i-1, HF m € Zp. 

证 由 O(u? /e;_p41 +) = m- (bu)?/e; 得 出 . TER. 

定义 5.2.7 4 p 2, 

Pi: Ext (Zp, Zp) 一 Ext PDH Z, Zp) 
B: Ext" (Zp, Zp) > Ext” (Zp, Zp) 


Piu, = (-1yt*** malat) (ml)tuP /e(, 2.1) 
Bu, = -(- 1m) (ml? [esc 0 
其 中 m= 2(p— 1). P 叫做 循环 缩减 每 而 8 叫做 Bockstein 运算 . 
” ”这 里 定义 Pi 时 的 系数 是 为 了 使 它 和 超度 可 交换 . 因为 P, 0 的 定义 和 P,e 在 
拓扑 空间 的 Z, 上 同调 群 中 的 定义 ( 见 Steenrod!) p.112) 类 似 , 因此 它 将 满足 Adem 
XR, 并 且 具 有 许多 类 似 的 性 质 , 除了 P? 1 以 外 . 因此 投 述 Adem RAN Ri. 
命题 5.2.8 (a) P'u, — 0, ?4 q « 2i. 
(b) Pug = ub, 34 q = 2i. 


k 
(c) P*(u- v) = Y? Piu. Pv. 
i=0 


(d) P?h; = hi1, 其 中 hs € Ext?" -D (Z, Zp). 
-1 "EE 
(e) Bh; = e (2) /p-- (ep? le J 
£ 


证 只 证 明 (d), (e). 这 只 要 证 明 
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Po{[e?']} = (qe? ^ ]) 


ete] = e °)/p. geog 
W a,b € A, 因为 


再 由 定理 5.2.1 中 e 的 定义 可 知 
b(ep-1 Q [a]) = TINT: -- -Tp,-1 DTaP (1) 
—1 
®(€p-1 & [b|a]) = X Ccomnpn +++ TjbT;41 ++: Tyay?(1) 
Hp T; =T 如 定理 5.2.1 所 定义 . 过 渡 到 O* FRE P9, 8 定义 中 的 适当 系数 , 就 
得 出 结论 . 证 毕 . 
注 当 p=2, 定义 Sgi: Ext! 一 Ext% Jg Sqiu, = u?/e, 4, 则 有 类 似 的 性 
JR, 而 Sq°h; = hij. 
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LiuleviciusP] 关于 H?*(A) 的 计算 需要 用 到 关于 Hopf 代数 的 Adams 谱 序列 . 
这 个 谱 序列 ( 见 定理 5.3.1) 实际 上 是 定理 4.2.17 的 Lyndon 谱 序 列 的 推论 . 
设 C 是 域 RR 上 分 次 增 广 Hopf 代数 , BA C 的 Hopf 子 代 数 , 并 设 BEC 中 
是 中 心 的 , 即 以 下 图 形 可 换 : 
CQP Nó 
IT C 
B&C 7ó 
其 中 9 是 乘法 而 T 是 交换 映射 . 
it J = C//B = C/I(B): C, 定义 Cobar 分 解 F(C*) 的 滤 子 FF(C*) 使 
[o3] -+ leg] € £7 F(C*) 
当 且 仅 当 有 r 个 a; St 5(B)， 这 也 可 以 有 另 一 种 叙述 . NT 6B 一 C 导出 
i*:C* — B*, Wi [lai] lag] € £"F(C*) 当 且 仅 当 对 了 个 aj 7H 1*0; = 0. 下 面 记 
H**(C) = Ext" (R, R). 
定理 5.3.1(Adams!!l§6 或 定理 2.6.19) tC, B, J mt. 以 上 滤 子 恰好 定义 
了 一 个 具有 Cup 乘积 的 谱 序列 {E,d} 使 
(a) ES! = H*(F%-?F(C*))/H*(F* 1 F(C*)) H 
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C H*(Z!F(C*)) c H*(F°F(C*)) = H*(C) 

(b) E?" = H*(J) @ H'(B) 它 的 环 结构 由 

(x &y)(z&w)-(-1)*""rz @ yw 
给 出 , 其 中 ze H*'(J), y € H^"(B). 

(c) Ey" 2 H^*(B) 由 自然 映射 F(C*) 5 F(B*) 导出 , Ej" g H*"(J) 由 自然 映 
St F(J*) 2 F(C*) 导出 . 

(d) 微分 算 子 dr: EB! 一 Bete rt! 使 B= H(Er, dr). 

Wt Az 为 4 的 由 16 如 和 mm ml 生成 的 Hopf 子 代数 . + Pr 
(Az), P. 可 看 作 A 的 商 Hopf 代数 .A% 对 A , 的 商 Hopf 代数 A7,//A7 
E(t™m-1) & P(En), XHB (AR//AR_1)* = In A Pa 的 Hopf 子 代 数 .Ln 的 Hopf 代数 
结构 很 简单 , 实际 上 Ln = E(Qn-1) @ P(P®)/((P2)?), 其 中 P9 = PCO…010…) 为 
Milnor 基 元 , 1 = p? 在 序列 的 第 n 个 位 置 . 

Ln 在 P, 中 是 中 心 的 , 因为 容易 验证 

(A;//A5 1) AR 入 内 
tT Ay, 
As @(AR//At_1) Z O 
是 可 交换 的 , 因此 过 渡 到 对 偶 , 以 下 图 形 可 换 : 
In®Pn Nó 
| T P, 
P,@Ln Ao 


BD Dn 在 P 是 中 心 的 . 
因为 Ln 的 Hopf 代数 结构 很 简单 , H* (Ln) 容易 计算 , 而 Ln 在 Pn 是 中 心 的 而 
E. Pa //Ln = Ln-1» 因此 根据 定理 9.9.1, 存在 联系 H* (Pa) 和 H*(P4-1) 的 Adams 
谱 序 列 
,E5" = H*(P, 1) ® H'(L,) > H'-*(P,) 
,E;^ 一 H*(Pp-1) 
nig” 一 H*(Ln) 
而 且 H'(P.) fT 
H'(P,) = ,F9* D nFL 5... D Fr 5 F9 50 
| | 
HT(FIF(P*)) > H'(J1F(P*))»5--- 
MAA SES /,R 1S BY, 
下 面 我 们 通过 计算 上 述 可 数 个 (n = 0,1,2,---) 谱 序列 来 得 到 H?*(A) 的 以 下 
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at 


TR. 
定理 5.3.2([3] 定理 3.0.1) H?*(A) = Ext" (Zp, Zp) 的 以 下 元 素 组 成 它 的 Zp 
基 (p > 2): 


hih; i«j—1 WX 2(p—1l)(p +p) 
gi i20 次 数 2(p— D)(p**! + 2p") 
ki i20 次 数 2(p— 1)(2p*t* + p*) 
aoh; 340 次 数 2(p—1)p +1 
bi i20 次 数 2(p— 1)p" 
aoao 次 数 2 
Q2 次 数 4(p—1)4+1 
而 H?"(A) 中 的 可 分 解 元 的 关系 只 有 
hihi = 0 
hah; =0 
hoao = 0 


下 面 开 始 进行 定理 5.3.2 的 证 明 . 因为 P 是 A; 的 对 偶 , AR 包含 A* 的 次 数 
< 2(p" — 1) 的 所 有 元 , 因此 当 上 < 2(p^ 一 1) 有 
万 5(4) 一 H*' (B4) 
因此 要 计算 H^* (A), REEMA n Aih H^* (Ps). 下 面 用 Adams 谱 序 列 来 计 
算 H^*(P,), 思路 是 简单 的 , 但 过 程 较 长 , 需要 有 几 个 引 理 . 
引 理 5.3.3 H* (Ly) 一 E(h4 i) & P(an-1, 55), 其 中 [Rn i| 一 2p'(p" — 1), lbn «| 一 
2p**l (p^ 1), lan—1| 一 2p^-! —1 (i 2 0) H Qn—1; Ani € H! (Ln) 而 b, i € H? (Ln). 
证 若 G 是 2 上 由 单个 原初 生成 元 w 生成 的 外 代数 , 则 H*(G) 是 Cobar 分 
解 中 的 W) 生成 的 多 项 式 代数 . 若 G 是 Z 上 由 单个 原初 生成 元 a ERUR 
多 项 式 代 数 , 则 G* 是 原初 生成 元 a* 生成 的 多 项 式 代 数 , 而 H*(G) 是 {[a*? ]} 生成 
的 外 代数 和 e 
M par Q-3) |g*»^3 
Y rere hera 
生成 的 多 项 式 代 数 的 张 量 积 ( 见 [12]). 
因为 Ln = E(Qn-1)@P(P2)/((Pe)?), Ln 的 对 偶 4*//A%_1 = E(tm-1)®P(En), 
因此 H*(L4) — E(h, i) © P(@n-1, b, i), 其 中 
hni = (£2]) 
àn-1 = {[mn-1]} 


bni = b O) er er | 


jai P 
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这 里 注意 到 hni hng = {EER Ds hni ani = {162 Irs-i]) 等 . 证 毕 . 

因为 P = Li, W H*(P1) 2 H* (L1). 将 引 理 5.3.3 中 的 hig, bii 简 记 为 hi, bi. 
设 Un: Py > Pa 为 投射 , 将 H* (Pa) 中 的 元 ID, -o I3 (hi) 和 TS ---115(b;) 仍 记 为 
hi, bi. 

由 于 有 滤 子 

H!(P,)—,F9!5,F*950 
H? (Pa) = ,F9? D nF»! 5,F?9 50 

使 FO! /, FD? = pE, pF = p ELO pp , F02/, = p go2, ,Fb1/,F2° 
= Ek}, nF? -,E29. 下 面 可 着 手 计 算 谱 序列 的 微分 算 子 , 先 从 n = 2 开始 . 

引 理 5.3.4 微分 算 子 do:2 E > 2E" 使 doho,; = —hi+ıhi, d2a1 = —hoao 为 
E," WARE TE. 

证 由 定理 5.3.1 和 引 理 5.3.3, 253" = H'(Lo), 以 hos 和 al 为 Zp 基 , 其 中 
hos = {IB |}, a1 = {[ri}}- 

因为 do 就 是 由 Lo > 忆 > 已 //L2 = P, 导出 的 长 恰当 序列 

+» HB) > H! (P) > H!(D5) 25 R? (Pi) > + 
的 上 边缘 同 态 (RENA 5.2.5 中 的 超度 ), 6 是 Cobar 分 解 F(P7) 中 的 上 边缘 , 而 在 
F(P3) 中 
1B] = -e Med] 
d[71] = -[&lro] 

因此 doho,; = —higihi, dea, = —hoao. WER. 

引 理 5.3.5 向量 空间 259% 以 {boi} 为 Zp Æ (i > 0). 

证 由 命题 5.2.8(e), B: H9! (D9) — H9* P (L5) 有 


p—1 . | 
BLE ]} = p (2) mag 
j=l 
Bl 8(ha.i) = bo. 因为 hoi 可 超度 到 一 hirihi( 由 引 理 5.3.4), 因此 由 命题 5.2.6, 
B(ha.;) 可 超度 到 m - G(—hi i h;), 其 中 me Zp MERA m = 0, 因此 d2b2,; = 0. 
A> H*(L2) VA aiai, aihei, hehe, (i Æ j), boai 为 Zp 基 . 已 知 do(bo,)) = 0, X 

根据 引 理 5.3.4, 

qd2(alal) = 一 hnoaoal + a1hoao = 2ajhoao #0 

02(alj2 让 一 一 noaoh2i + arhizihi #0 

do(ha iho ;) = —hitihiha,j + ha iħhj+ihj #0 
再 由 次 数 原因 可 知 b2,; 生成 ker do. 由 于 b2: 彼此 的 次 数 不 同 , 因此 线性 无 关 , 从 而 
bo; 组 成 ker do 的 Zp 基 , 引 理 得 证 . 证 毕 . 
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引 理 5.3.6 d3:2h3 — 2B3"” 是 单 的 , 从 而 2E27 = 0. 
证 ”Bockstein 运算 6 满足 Cartan 公式 
B(uv) = B(u) PSV) + (~1)#™* P? (u) «BV) 
再 由 0 和 超度 可 交换 ( 见 命题 5.2.6), 则 
d3({b2,i}) = d3{Ghoi} = {Bd2h2,i} 
= {—B(hitihi)} = (7B(hia)P?h; — Pohigi Bhs} 
= {—bitihit1 — hitadi} 
这 是 2B3” 中 的 非 零 元 (因为 do:9EL! — E? 的 像 不 包含 — binh 一 hit2bi, Al 
此 da 是 单 的 ). 证 毕 . 
引 理 5.3.7 2E3” 由 以 下 类 的 陪 集 所 生成 : 
hih2 i 
hitihai 
hitoaheai — hihaisi 
ha; — aoh2,0 
hoa, 
证 AY 283" = H'(P)) @ H'(L2) Mi H'(P,) = H! (L1) E Zp Æ hi, ao, 
H' (Lo) 有 Zp Æ ha, ar. WERE. 
推论 5.3.8 引 理 5.3.7 中 的 五 个 类 的 陪 集 产 生 gi, ki, goi 2,02 属于 2F 3 TI 
AEE 2E 中 的 像 组 成 Z, 基 . 
证 AW dE}! > Elti- = 0, 4 r > 3. AM 2ER! = 2E3". 证 毕 . 
5 (32 5.3.9 H?(Po) 中 的 h;h;, hiao, b; 所 满足 的 关系 只 有 hihi = 0, 
jj =0, hoao = 0. 
证 由 引 理 5.3.4, d: 5E > 352° 有 d2(h2i) = —hisihi, da(a1) = —hoao, A 


此 ;E; 中 有 hirihi = 0, hoao — 0. 另外 有 ;E; =- = 252 = oF C H*(P,). 
证 毕 . 


到 现在 为 止 , 可 以 完全 确定 H (Pa). 因为 
H?(P,) = 9F9? D oF) dD oF*° 50 

由 引 理 5.3.6, 9E92 = 0 即 >F02 = Fh! 由 推论 5.3.8, gi, ki, gos, K2, Go 是 
PEL) = FU? F?? hy Zp 35, Mih 5 [38 5.3.9, 2720 A Zp E hihj(i < j—1), hiao(i > 
0), bj, aoao, 因此 H?(Po) 有 Zp 3 gi, ki, 92i, K2, Qe, hihj(t < j — 1), hiao(i > 
0), bj, aoao. 

下 面 计 算 H*(Pa) (n > 2), 并 证 明 上 述 Z, 基 元 中 只 有 go,; 和 ko Æ ID --- I0; 
的 核 中 . 
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引 理 5.3.10 234 n » 2, „ES? 由 {bni} 生成. 

证 类 似 于 引 理 5.3.5. 

引 理 5.3.11 4n>2, 

(a) ds: ,E$" — VER 的 像 在 pF}? H3 (Pai) 中 而 ds 和 投射 nak? 一 
n-LEL? 的 合成 nE??? n-1 bh? 是 单 的 . 

(b) nE}? = 0. 

证 (b) 直接 由 (a) 得 出 . 由 引 理 5.3.10 , E97 p {bni} 生成 而 bni = Bhni. 
Uu dz{bn it = d3{8hn i} = {bd2hn i} = (8gn—1;), 这 里 令 gn-_1i = d2hnii. 因为 

= ([£2])., d2hni = {- XD. 其 中 mm =n 一 1. 因此 gmi = {hm iti hit 


hmihitm}, 通过 计算 ， D 在 mF? 2 中 且 决 定 m EL 2 的 类 
{bm i+1hi+1 — bm, ihm+i+1} 
这 些 类 在 B23” 中 线性 无 关 (由 次 数 彼此 不 同 ), 从 而 在 mE 中 也 无 关 , 因此 结论 
得 出 . 证 毕 . 
引 理 5.3.12 4n>2, 
(a) doin E?" 一 mnB2” 的 像 包含 在 S SL FP H(P, a). 
(b) 合成 nE? > nE 的 核 和 do 的 核 一 致 
(c) kerd 有 以 下 Zp HÆ: 
hrstihi — hn, ihn+1(= {9n,i}) 
hnoao — @n—1hn-1(= {Kn} = d2an) 
证 类 似 . 
引 理 5.3.13 4n > 2, 为 以 下 类 hihj(i < jj Æ i41) hiao(i 天 
0), bi, à», aoao, gi, ki 所 生成 的 H2(P,) 的 子 空间 , 则 I: H*(Pn) > H? (Pata) 
FEV, 上 是 单 的 . 
证 imi, = H*(F, /er ai 由 长 恰当 序列 


o HX.) 24! HP) > Hs) 25 H(B,) > 


可 知 ker II =im6* =im (do: n41 E3" > &41E2). 因为 dzhnt1i= gni, d2ant1= 
Kn, 由 引 理 5.3.12, im da 包含 在 F^! c H?(P,) HA F^! > El! 的 合成 是 单 的 . 
另 一 方面 Vn c,F?9 Cna Fh, 因此 
Vna Nim dz = {0} 
定理 5.3.2 的 证 明 考虑 滤 子 
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H?(P,) = ,F9? D F'15,F?°50 
由 引 理 5.3.11, ,E92 = 0, Wi] , F9? = „F1. 由 引 理 5.3.12, EL! BH gni Al kn (n > 2) 
所 生成 . 由 引 理 5.3.13, IT 给 出 Vn- 和 nF (n > 3) 的 同 构 . 由 H*(P5) BY Zp À& 
已 知 , 因此 H?(P4) (n > 2) 有 以 下 Zp 基 : 


n.i if 1 
Kin wf 1 
hiao (t 40) Wr 2 
hih; (ü«j—1) EF 2 
agao WF 2 
Q2 r 2 
b; 滤 子 2 
gi 滤 子 2 
ki 滤 子 2 


其 中 2) 7 一 0, 1,2,- UM 因为 17 igni 一 II, in — 0, 因此 当 n 充分 大 ， 有 H*(A) 一 
H? (Pn) 的 Zp 基 如 定理 5.3.2 所 述 . 证 毕 . 
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在 本 节 , 我 们 不 加 证 明 将 T. Aikawa! 所 计算 出 来 的 H**(A) = Ext (Zp, Zp) 
的 全 部 Zp 基 元 列 出 . 

定理 5.4.1( 文 献 [5] 表 8.1p.110) H*(A) = Ext" (Zp, Zp) 的 以 下 元 素 组 成 它 
BY Zp Æ (p > 2,q = 2(p — 1)): 


aj 次 数 3 

h;a2(i > 1) 次 数 p'q+2 

h;h;ag(1& j < i— 2) 次 数 (p't+p)qt+1 
hhjgh(0ckszj-2«i—-4) WR (pi +p’ +p*)a 
biao(i > 0) 次 数 parl 
bihj(i > 0,7 > 0,7 7 i42) 次 数 (pt! +p) 
giao(i > 1) 次 数 (pt! + 2p')qt1 
gh; (i >0,0< 7 Ai4+2,1,i-1) MR (pt! +2p'+ p/)q 
kiao(i > 1) 次 数 (Qp't!4+p')qt1 
kh; > 0,0 <j Ai +2,i41,1) MB (2pi+1 十 严 十 5)g 
agh;(j 2 2) w (P +2)qt+1 


hi1,2,3(p # 3,i > 0) 次 数 (3p't? + 2p!*! + p*)q 
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h_11,2,3 次 数 (3p+2)q+1 
hi202(p =3,t>0) 次 数 (2p + 2p*t! + p*)q 
h_1,2,0,2(p = 3) 次 数 (2p°+2)q+1 
hiisi(pz3,0420) MB (pi+? 十 3p’+! 十 p’)q 
h_1,1,3,1(p # 3) 次 数 (pt+3)qt+1 

hi.2.1.2(i > 0) 次 数 (Qp*t? + pt? + 2p!)q 
hi3,2,1(p # 3,0120) 次 数 (pt? + 2p**! + 3p')q 
li(i > 1) 次 数 (p! + 2p*)q 

mi(i > 1) 次 数 (2p't + p!)q 

a3(p # 3) 次 数 3q+2 

Q3(p = 3) 次 数 26 


定理 5.4.2( 文 献 [5] 表 8.2p. 111) H?"(A) 中 可 分 解 元 素 的 关系 只 有 : 

hitihih; = 0, Grhr_1 = 0, 
h2h; = 0, grh, =0,p 4 3 
hr+2br = br che, hħr+1gr = krhr, 
hr+1br = grhr,p = 3, krhr42 = 0, 
br+1hr = hr+ikr, p = 3, krhr+ı =0,p £ 3, 
krhr—ı = 0, grhr+2 = 0, 
Q2a9 = 0, Q2h1 = 0, 
Qoho = 0,p £3. 

HoH i > 一 1,7 > -1,r > 0, HW h- = ao € Ext}! (Zp, Zp). 
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本 节 中 我 们 介绍 May 谱 序 列 . 这 是 计算 一 般 的 Hopf 代数 A 的 上 同调 H**(4) 

的 方法 .May 谱 序 列 由 两 个 谱 序 列 组 成 . 首先 是 相应 于 A 的 适当 滤 子 , 有 谱 序 列 
E» = H**(EpA) > H**(A) 

而 Eo A 将 是 一 个 原初 生成 的 Hopf 代数 . 如 果 4 是 有 特征 数 0 的 域 K E Hopf fX 
数 , WI EoA S U(L), 其 中 工 = P(ESA) 为 EoA 的 原初 元 集合 (是 一 个 李 代数 ), 而 
U(L) 为 工 的 泛 包 络 代 数 . 如 果 K 是 有 特征 数 p > 0 的 域 , 则 EAS V(D), L wE 
是 一 个 限制 李 代 数 , V CL) 为 工 的 (限制 ) 泛 包 络 代数 . 

其 次 , 存在 一 个 谱 序 列 

E; = P((S?L*)*) & H**(U(L)) > H**(V(L)) = H**(Eo0A) 
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其 中 PSL) 的 含义 在 后 面 介绍 . 当 A Steenrod 代数 , 后 一 个 谱 序列 的 E» 
项 比较 好 计算 , 因此 对 H** (A) 的 粗略 估计 可 立即 得 出 . 

我 们 将 介绍 上 述 两 个 谱 序列 的 有 关 概 念 和 结论 , 但 由 于 篇 幅 所 限 , 有 些 定理 的 
证 明 将 于 省 略 (参见 文献 [8], [11]). 

定义 5.5.1 域 天 称 为 有 特征 数 p(p 为 0 或 素数 ), MR K AO 而 对 应 

a:20 5 K 

使 o(1) 2 1, a(n) =m2 .1=1+1+… 二 1 是 典 则 环 同 态 且 kera — p-Z. 

因此 域 Zp 有 特征 数 p > 0. Ae K 有 特征 数 0, 则 K 将 含 整数 加 群 2 AFH. 

本 节 中 , 除非 特别 说 明 , A 总 是 表示 具有 特征 数 p > 0 的 域 K 上 的 Hopf 代数 . 

给 4 Fon Fue: 

A= FHAD. DRADD F, 14D. (s < 0) 

使 F,A = A(s20), F_\(A) = I(A) m F,1A=I-F,(A) (4s <0). 

4 Eq" (A) = (FsA/Fs—1A)s+t, 则 

EoA= SEA 

是 分 次 Hopf 代数 . 

定理 5.5.2 存在 谱 序列 

Et" = H**(EyA) > H*"(A) 

证 如 5.1 35, (B(A)*,d") = (HomA(B(A), K),Hom(d,1)), 即 (B(A),d) 的 对 
偶 . 如 5.1 节 所 指出 的 , 上 链 复 形 BA 关于 d* 的 上 同调 群 就 是 Hopf 代数 4 的 上 
同调 . 今 给 B(A) FÈT 


F*B(A)* = 5 FI(A) &--- @ FI(A)" 


和 式 取 饥 所 有 序列 (s1,…,sn) B n+ » si > s. 这 等 价 于 
F* B(A)* = [B(A)/Fs-1B(A)]*, 
其 中 | 
F,B(A) = 》 Fa I(A) @ +++ ® F,,I(A) 
和 式 取 遍 所 有 序列 (81, - +n) Bint Do si & s. 根据 定理 4.2.12, 推论 4.2.13 和 定理 


4.2.16, 上 链 复 形 B(A)* M EXT SH ACT H**(A) 的 谱 序列 . 下 面 我 们 
只 要 指出 , 这 个 谱 序 列 的 Ei 项 就 是 B(EoA) 而 且 Ex 项 的 微分 算 子 就 是 B(EoA)' 
的 微分 算 子 .4*, 从 而 谱 序列 的 E; 项 为 EQ” = H*"(EoA). 
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实际 上 , Ei 是 三 分 次 的 , 即 
B= [reris 
( 见 定理 4.2.12), 其 中 s+ tt B(A)" 的 同调 次 数 , 即 通常 所 谓 的 维 数 . 由 
PT A ^ [Ra] 
且 通 过 直接 建立 目 然 的 对 应 关系 容易 得 出 , 作为 K SUR 


| Fs Bs+(A) 
Fs_1Bsrt (A) 


| — Bst (EA) —t,t+r 


因此 E^" = B(EoA)*,, = Boyt(EoA)* acis. 利用 bar 分 解 中 微分 算 子 d 的 公式 
容易 得 出 Ei 项 的 微分 算 子 恰好 是 B(EoA)" 的 微分 算 子 d', 因此 定理 得 证 . 证 毕 . 
当 4 为 mod p Steenrod 代数 , 上 述 May 谱 序列 (定理 5.5.2) 的 CEP ^", ds 
项 已 经 全 部 计算 出 来 , 因此 可 将 定理 5.5.2 重新 叙述 为 以 下 定理 (参见 文献 [14] p.82 
定理 3.2.5). 
定理 5.5.3 当 p> 2, 存在 May 谱 序列 
”全 Ext2 (Zp, Zp) 
使 得 ED** = E(hi; |i > 0,7 2 0)8P(bi; |i > 0,7 > 0) @ Pla, |i >0), RPE R 
示 外 代数 , P 表示 多 项 式 代数 , 而 且 
hij € pip -Dp 261 
bij c E 一 DFT pia) 


1,2p! —1,2i4-1 


另外 , 它 的 微分 算 子 为 由 : Ep" — Ep, 并且 当 ze EpUSy € BE 有 
公式 : di (zy) = d-(x)y + (—1)*xd,(y) (r 2 1), di WF: 


di(hi,;) = ` hk ji k ke 
0ck«i 


dı (ai) = ` Gk hi kk, 
O<k<i 
dı (bij) = 0. 
下 面 我 们 进一步 说 明 EoA Æ L = P( Ep A) 的 泛 包 络 代数 . 首先 介绍 李 代 数 和 
它 的 泛 包 络 代数 的 概念 . 
定义 5.5.4 工 称 为 分 次 李 代 数 , WME LER K 上 分 次 向 量 空间 , 且 有 称 为 李 
括 弧 的 双 线 性 映射 [, LG L 5 L, f$ 
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(1) [z, y] = (-12)?**'|y,z] xE Lp, y E Lg. 

(2)(—1)?"[z, [y, 2]] + (-1)[y, [z, z]] + (-1)[z, [e y] =0, rely, y€Lo2€ 
Lr, 其 中 第 2 个 条 件 叫 做 Jacobi 恒等式 . 

N C 工 叫做 子 李 代数 , 如 果 N 对 [, ] 是 封闭 的 . N 叫做 理想 , 若 m y] € N 对 
任何 ze 五 yeEN.HF: 工 一 也 叫做 李 代数 的 映照 , 若 f [mv] = (f(x), fu). 

例 5.5.5 若 4 为 域 K 上 的 分 次 代数 , 定义 [， IAS A — A X [my] = 
zy —(—1)P4¥ya (ze Ap, y € Ag), II [, ] 满足 李 代数 的 两 个 条 件 , 称 (4,[, D 为 代数 
A 的 相应 李 代 数 . 

定义 5.5.6 设 工 为 (分 次 ) 李 代数 , L 的 泛 包 络 代 数 是 一 个 代数 U(L) 连同 李 
代数 映照 ip: L  U(D) 使 对 任 一 李 代数 A 和 李 代 数 映照 f: L A, 存在 唯一 的 代 
数 映照 f:U(L) 一 4 使 下 图 可 换 : 

L 24+ U(L) 
IN Zf 
A 
U(L) 的 显 式 可 写成 
U(L) =TL/{z@y—ySx-|z,y}} 
其 中 TL 是 KK 向 量 空间 工 的 张 量 代数 , B 
TL= © ToL 


n=0 
m ToL = K, rL = Lk L®x---@xL (n B), RARE 
(1189 @ Lm) + (118-8 c) 
= 11 89- QIm OT O QT, 

另外 {18y -y 8r- [r yh) 表示 TL 的 由 形 如 z@y-y@z-[zg 的 元 所 生成 的 

定义 5.5.7 特征 数 p > 0 的 域 K 上 的 李 代数 L 叫做 限制 李 代 数 , AE 
E: L — LME 

(1) £(Az) = APE(z), AEK. 

p—i | 

(2) E(x + y) = E(x) + E(y) + » s;(z, y), 其 中 s;i(z,y) 是 关于 v, y 的 p 次 齐 次 
多 项 式 . 

(3)z?y — zy? = E(x)Py — E(x)y?. 

“定义 5.5.8 若 工 为 限制 李 代数 , 则 工 的 (限制 ) 泛 包 络 代数 V(L) = U(L)/J, U(L) 

如 上 , 而 J Æ LKH El) -a (x CL) 生成 的 理想 . 

2.5 节 中 已 经 提 到 , Hopf 代数 A 的 元 a F v(a) =1@a+a@1l 称 为 4 的 原初 
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(primitive) 元 . $ P(A) 表示 A 的 所 有 原初 元 的 集合 , 则 以 下 的 命题 容易 证 明 . 

命题 5.5.9 P(A) 是 A 的 相应 李 代 数 的 子 李 代 数 . 

定义 5.5.10 Hopf 代数 A 叫做 原初 生成 的 如 果 含 P(A) 的 最 小 子 代数 是 A 本 
身 , BD A 的 任 一 元 素 由 原初 元 生成 . 

E 工 为 李 代数 , U(L) 为 它 的 泛 包 络 代数 , 则 对 角 映 射 ASL o LOL i Ala) = 
(x, x) 将 导出 y:U(L) > U(L) @U(L) f& U(L) 成 为 Hopf 代数 , 而 容易 证 明 U(L) 
是 原初 生成 的 Hopf 代数 . 

S Lk AK 上 李 代数 范畴 , Hk A K 上 Hopf 代数 范畴 , PHk C Hk 为 天 上 
原初 生成 的 Hopf 代数 范畴 , 则 有 以 下 函 子 

P:Hg > Lk 
U: Lk Pk 


定理 5.5.11( 文 献 [12] 定理 5.18) AK RARER 0 的 域 , 则 

(1) PU: Lk 一 £x ENAT. 

(2) UP:PHk 一 PHk REMAT. 

设 RCk C Lk 表示 K 上 限制 李 代数 范畴 ， 则 由 定义 5.5.7, BA KT 
V:RLk 一 PK ,并且 当 K EWEX p > 0, A P: PHk > RLK. 

定理 5.5.12 PV — E R£k > RCk, VP — 1: PHk 一 PITLK. 

利用 以 上 结论 , Zi K 有 特征 数 p > 0, HF BoA € PHx, W 

Ey A = V(L), L = P(EoA) 

下 面 叙 述 收敛 于 A**(V(L)) 的 第 二 个 May 谱 序列 . 

定理 5.5.13( 文 献 [11]86 推论 9) 设 工 为 双 分 次 限制 李 代 数 , V(L) WL $85 (R 
制 ) 证 包 络 代数 , 则 存在 微分 代数 谱 序 列 LE,(L)} 使 


E3* = P((s°L*)*) & H™(U(L)) > H™(V(L)) 


其 中 P((s? L*)*) 表示 (PLH 为 生成 元 的 多 项 式 代数 , 而 (s2L*)* 为 Lt 的 对 偶 ， 
s2L+ 是 工 的 所 有 维 数 是 2, 次 数 是 2p 的 倍数 的 元 素 生成 的 KK 模 

证 我 们 只 介绍 这 个 定理 证 明 的 思路 , 而 省 略 一 些 细节 . 首先 , 作出 天 的 U(L) 
4H Y (D), 作为 K 模 Y(L) = Y(L) @U(L), HH Y(L) 2 T(sL-) @ E(sL*), T ¥# 
示 (可 除 ) 多 项 式 代 数 而 已 表示 外 代数 .sL- 表示 L 的 一 个 拷贝 , 由 所 有 工 的 奇 次 
数 元 素 所 组 成 的 子 模 , sL+ 表示 Lt 的 一 个 拷贝 , 由 工 的 所 有 偶 次 数 元 素 所 组 成 的 
K FR (这 里 的 次 数 是 全 次 数 ). 

然后 , 给 Y(L) F Hopf 代数 结构 使 Y(L) 的 乘法 与 Y(L),U(L) 的 原 乘法 一 致 
H Y(L) BA Hopf 代数 U(L) 上 的 Hopf 代数 . 给 出 Y (D) 的 微分 d 使 了 (Z) 成 为 
微分 代数 (也 是 微分 的 上 代数 ). 
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GL 为 限制 李 代数 , V(Z) 为 工 的 (限制 ) 泛 包 络 代数 , 令 X(L) = I(s?Lt) @ 
Y(L), X(L) = X(L)@V(L), WI X(L) 可 给 予 Hopf 代数 结构 使 成 为 (L) 上 的 Hopf 
代数 . 因此 X(L) 是 K 的 V(L) DEHE VL) 上 的 微分 代数 . 

最 后 给 X(L)* = P(2L*)*) @Y(L)* FERT, 得 出 谱 序列 (D) 收敛 于 
H*™*(V(L)) 而 Eo(L) = P((s2L*)*) @Y(L)*. 因为 Y(L)* 的 上 同调 群 为 H*"(U(L)) 
而 di = 0 因此 E2(L) = P((s?L*)*) @ H**(U(L)). 证 毕 . 

May 谱 序列 的 基本 概念 和 结论 到 此 已 介绍 完毕 . F 4 是 modp Steenrod 代 
数 , Tangora dE p = 2, t— s < 70 用 May 谱 序 列 计算 出 H***(A).Nakamura[7] 对 
p> 2, t-s < 2(p—1)(3p?+-p+4)—2 确定 了 五 5(Eo4)( 用 第 二 个 谱 序列 ). 我 们 不 准备 
介绍 这 方面 的 结果 . 作为 May 谱 序列 的 应 用 , 下 一 节 介绍 ExtB (Zp, Zp) = H**(P) 
的 一 个 估计 , 第 6 章 中 关于 谱 V (n) 的 存在 性 将 用 到 这 个 估计 . 


0.0 Ext? (Zp, Zp) 一 H**(P) 的 一 个 估计 


本 节 中 A 为 modp Steenrod 代数 ,p > 2. 已 表 示 A 的 由 循环 缩减 医书 (i > 0) 
生成 的 子 代数 . 以 下 我 们 用 May 谱 序 列 来 得 出 H*(P) = Ext (Zp, Zp) 的 一 个 估 
计 ( 见 文献 [13]82). 

设 e: P 一 Zp 为 增 广 , I(P) = kere. $ hoP =P, 而 

F,.,P=I-F,P (s<0) 
因此 得 出 滤 子 P = oP o fF_1P D…, 考虑 分 次 Hopf 代数 


EoP= V FP/F,iP 


则 由 定理 5.5.2 有 如 下 定理 . 
定理 5.6.1 存在 谱 序 列 
Ej" = H**(EoP) = H**(P) 
由 定理 5.5.11, EoP 是 特征 数 p > 2 的 域 上 的 原初 生成 Hopf 代数 , EoP = V(L), 
其 中 工 = P(EoP)(EoP 的 原初 元 集合 ), 而 V(L) = U(L)/J, 其 中 
U(L)= TL/(zy — yx — [x,y)} | 
为 李 代数 L 的 通常 泛 包 络 代数 , 而 J 是 由 E(x) — zz (ze L) 生成 的 理想 
定理 5.6.2( 文 献 [8] 定理 112.9 的 一 部 分 ) L= P(EoP) A Zp 基 
(Pi E p(,--0,7*,0,-)| i20,j21] 
使 |P, PF] = ôi k+ Pihi (i > k) 而 €(P?) = 0, 其 中 Ói.k41 为 Kronecker 指数 . 
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因此 由 定理 5.5.13, 存在 谱 序列 E?" = P(b;) & H**(U(L)) > H**(V(L)), 其 
"Pb 表示 P (020,321) ERODE (2,2p* 1 (pj — 1)), 而 P) 表示 所 有 
b 生成 的 多 项 式 代数 . 

下 面 计 算 H**(U(L)). 在 定理 5.5.13 的 证 明 中 , A K 的 U(L) 自由 分 解 Y(L)@ 
U(L), fi Y(L) =T(sL-)@ E(sL*). AW LRA ARBOR, 因此 Y(L) = E((Pi)) 
EMA (P1) 生成 的 外 代数 , 而 且 有 微分 

d(Pj, PF) = oie (Pri) 
因此 过 渡 到 对 偶 , 记 Ri 为 (Pi) 的 对 偶 , 则 U (D) 的 上 同调 H**(U(L)) 同 构 于 上 链 
复 形 (E( Rj), ô) 的 上 同调 群 


H**(U(L)) = H**(E(R;), 6) 


其 中 6Ri = » Ritk Ri. 注意 到 RE 的 双 次 数 为 (1, 2p (p/ — 1)). 
二 1 | 
利用 这 个 结论 May[8] 算出 了 如 下 结果 (或 见 文献 [13]P.55): 
定理 5.6.3 34 t—s < 2(p?+3p*+2p+1)(p—1)—4, H*'(U(L)) 由 以 下 上 同 
调 类 所 (FEI) ÆR: 
lı = (RS RS R3], l2 = {R}R3R}}, l3 = {R3RIR)} 
mı = {RIR} RIR}, mo = (RS RSR2 Rİ} 
ms = {R}R} RIRI}, m, = {RRI R? R2) 
而 我 们 加 法 的 有 
H** (U(L)) S {1, l4, ha] & (1, ho, hi, go, ko, koho} 
+{ho, hoho, g1, l1, l2, ly ha, ky, l3, ky ha, lo ho, mi, Miho, g2 
g2ho, ls, m2, ma, lg, ma} 
因此 从 两 个 May 谱 序列 
H**(V(L)) = H**(P) 
P(b) & H**(U(L)) > H**(V(L)) 
Al H**(U(L)) 的 上 述 计算 结果 , 就 得 出 H (P) E t-s BREL] Matt. 
推论 5.6.4 Ext2 (Zp, Zp) 的 秩 < [P(bi) & H**(U(D))]* WK. 
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第 6 章 Steenrod 模 可 实现 条 件 及 一 些 重要 的 谱 


6.1 Steenrod 模 可 实现 的 一 个 充分 条 件 


it A 为 modp Steenrod 代数 , p > 2, M 为 分 次 Zp R. EME A 模 作 用 

ai:A®M 一 M 使 下 图 可 换 : 
AQAQM 3 AQM 
1681 la 
A&M — M 

其 中 $: A@A> 4 为 4 的 乘法 , 则 称 M 为 Steenrod 代数 上 的 模 , 简称 为 4 模 . 设 
X 为 CW ERER CW T£, WW X B3 Z, 上 同调 群 H*(X) 是 A. 

AM A AR, HAERE X EX W Z EAE H*(X) = M( 作 为 A), 称 
M 为 可 实现 4 模 , 即 M 有 几何 实现 . 

Steenrod 模 的 实现 问题 是 近代 代数 拓扑 学 的 一 个 重要 问题 , 一 些 重 要 的 谱 起 初 
是 从 实现 某 些 A 模 引 进来 的 . 下 面 介绍 一 个 A 模 可 实现 的 充分 条 件 . 

定义 6.1.1 恰当 序列 


oR M0 
叫做 A 模 M 的 极 小 (自由 ) 分 解 , 若 它 是 自由 分 解 ( 即 每 个 F 是 自由 A 模 ), 且 可 
以 作为 直 加 项 嵌入 任何 一 个 自由 分 解 中 . 
命题 6.1.2 (1) A M 的 极 小 分 解 存 在 且 在 同 构 意义 下 唯一 . 
(2) M 的 极 小 分 解 中 , Fs S AQ Ext3"(M, Zp). 
证 OR. 
设 已 给 M 的 极 小 分 解 如 定义 6.1.1, F, 为 A B BUS, 由 推论 3.5.5 和 定理 3.5.7, 
存在 E-M 谱 K, 使 H*(K,) S F, 且 存在 映射 :Xi= Ko > K: (HAT = di. + 
X2 A, X% 74 Ky 
为 上 纤维 序列 , 则 导出 Z, 上 同调 群 的 恰当 序列 
F, “4 H(X) 45 H(X) 2 xir, 9 H(X) 
其 中 EHX) = H(X). 因此 有 短 恰 当 序 列 
(6.1.3) 0 一 cokd; —^ H*(X2) > im E` td 一 0 
而 cokdi = M. 这 时 称 M 为 1- 可 实现 的 . | (6.1.3) 是 A RH, 则 称 M 为 1 强 
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可 实现 . 

定义 6.1.4 如 果 M 的 极 小 分 解 中 , E-M i£ Ks 使 H*(K,) = Fs, 且 存 在 一 序 
列 谱 和 映射 

Xnjr D Xn > XQ IS XQ o XI = Ko 

使 当 1<k<n, 有 

(1) Xx 2 x, 7H DK, 为 上 纤维 序列 导出 Z 上 同调 恰当 序列 

x- p, P5 H* (XE) 5 H* (Kes) 0 DOA Fy OF D-H" (Xp) 
(2) 存在 短 恰当 序列 (对 所 有 1 <k <n) 
0— M3 A*(Xny1) 3 imD-F dey > 0 

则 称 M An 可 实现 . 符 更 进一步 , 以 上 短 恰当 序列 为 AMR « kx n), AMA 
n 强 可 实现 . 

命题 6.1.5 n 强 可 实现 蕴涵 (nn 十 1) 可 实现 . 

证 考查 以 下 短 恰 当 序列 : 

0 一 M 24 H*(Xn41) = im X-^d444 — 0 
ni 
Wn41 T pa 3 "ds 
iM n+1 
因为 序列 4 wy Z, 存在 A 映照 En+1 使 Jn+1fn+1 —]. A Wn+1 = En4+1 ° 3 dns, 因 
此 kerwWn+i = kerX "d,,1 = im E "d, 5, 存在 映射 
haa : Xn+1 > 3 "Kntl 
使 hari 一 Vn41- A 
Xn42 fn Xn41 ont} i n-4-1 
为 上 纤维 序列 , 则 导出 z, 上 同调 恰当 序列 
Y ^E tara H*(Xn41) fn H'(X4,3) > Y" Fag E X A*(Xn41) 
从 而 有 短 恰 当 序列 
0 一 cok ^7, fin H*(Xn42) > kerX 1hz4, > 0 
由 以 上 已 推出 kerE-!hz,, = kerX-!y44 = imE-"ldayo, 另外 合成 M 2S 
H*(Xn41) ^ H*(Xn+2) MBAR fe. (cokh*,,). 因此 有 短 恰当 序列 
0— M 733 A*(Xn42) ZB im D°- daze — 0 


从 而 M 是 (n+1) 可 实现 的 . 证 毕 . 
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下 面 证 明 A BE M 可 实现 的 充分 条 件 . 
定理 6.1.6 FEM ABM Æ Elo) 自由 的 , 且 对 所 有 n Sl 为 n 可 实现 ， 
则 M 可 实现 . 
证 因为 M 是 E(Qo) 自由 的 , 由 定理 4.1.10, Ext (M, Zp) = 0 4 t < 2(p— 
1)s 一 1( 这 里 设 M = 0 ?4 à <0). 因为 M 的 极 小 分 解 中 OF, = AG Ext? (M, Zp), 
因此 Ks 是 2(p 一 1)s — 1 连通 的 , 再 由 上 纤维 序列 
Xy 2 X, “6 yos Kk, 
的 同 伦 群 和 Zp 上 同调 群 的 恰当 序列 可 知 
fox: Te(Xs41) = Tt X.) 
Fi: H'(X,) = H'(Xs41) 
4 t « 2(p-1)s - 2. $ X = lim X,, Ñ] H*(X) S lim H*(X,) = M, M 可 实现 . 证 毕 . 
推论 6.1.7 58 A P$ M Æ EQ) 自由 的 , H 
Ext?'^*(M,M)-0 (s2 1) 
Ji] M 可 实现 . 
证 因为 任意 4 模 总 是 1- 可 实现 的 , 因此 只 要 证 明 s 可 实现 导出 s 强 可 实现 
(s 之 1). 
因为 短 恰当 序列 
0 M — H*(X,,1) > imX dl 一 0 
JĀ J Extl (im D-°d,41, M) = Ext} (im ds41, M) = Ext ^^ (M, M), 因此 由 假设 得 
出 以 上 序 州 是 4 可 裂 的 . 证 毕 . 
推论 6.1.8 若 连 通 4 模 M 是 E(Qo) 自由 的 , 且 Mt 40 蕴涵 Ext (M, 
Zp) = 0, 则 M 可 实现 . 
证 因为 存在 4 映照 o, 少 使 下 图 可 换 : 
0— M > H*(X,,1) > imX sdsr1—0 
Te To / Xd. 
D Fey > Lo F441 
对 O° Fy40 f£— A 基 元 x € Ext! ^ * (M, 2,)( 见 命题 6.1.2), HB M* = 0, A 
Jt, v = 0, 从 而 序列 可 裂 . 证 毕 . 


6.2 Smith- Toda j£ V (n) 


i A 表示 mod p Steenrod 代数 , p > 2. P 表示 A BO E fe A SURE 忆 (i > 0) 
生成 的 子 代数 , Q 表示 由 4 的 Milnor Æ Qo, Qi, Qo, -- 生成 的 外 代数 EQ, Q1, 


0 Stoonred TRAE 


Q2,…). 日 然 对 应 Q 一 A//P 确定 了 又 单 又 满 的 对 应 , 因此 Q 可 由 后 者 给 予 AK 
结构 . Q 有 Zp 基 
{1, Qo, Q1, Q0Q1, Qa, ---} 
其 中 元 素 按 次 数 由 小 到 大 排列 . 令 Q(m) 为 @ 的 前 m P Z, 基 元 所 展 成 , Q(m) 作 
为 HAAT 4 模 结构 . 下 面 讨 论 AK Q(m) 的 几何 实现 问题 . 
我 们 记 一 个 谱 为 V(n 二 zr), 如 果 有 4 模 同 构 


H* (v (n + =) = Q(2"*1 + k) 


即 谱 Vin + a) 如 果 存 在 , 它 是 Q(2"+1 + k) 的 几何 实现 . 特别 地 , H*(V(n)) & 
Q(2"*") = E(Qo, Qu, ---, Qn). HTH V(n) 与 球面 稳定 同 伦 群 有 密切 联系 , 因此 是 
一 类 重要 的 谱 , V(n) 当 p > 2n 的 存在 性 对 n=0,1 由 Adamsl!!, n = 1 由 Smith", 
n= 2,3 由 Toda! 得 出 . 下 面 是 文献 [3] 中 的 定理 1.1. 

定理 6.2.1( 文 献 [3] Æ 1.1) (1) V(0) 34 p > 2 存在 . 

(2) V(1),V(13) 34 p > 3 FE. 

(3) V(2, V(23) 4 p 2 5 存在 . 

(4) V(3) 34 p 2 7 存在 . 

证 WM -Q(Qnt + k). 考虑 短 恰当 序列 

03>N>3Q-5M—0 
其 中 II 为 日 然 投射 , N = kerli. Rm 为 M 的 Zp 基 元 的 最 高 次 数 ( 即 M™ z 0 B5 
最 大 m), AWN =0 当 r < m. 由 导出 的 Ext 长 恰当 序列 
.一 Ext’, (N, Zp) > Ext! (M, Zp) ^ Ext? (Q, Zp) 一 

因为 - uN Zp) = Ext% (N, Zp) =0 4 t— s « m, AKA 


Ext% (M, Zp) & Ext (Q, Zp) 


4ts<m. 由 于 在 乘法 之 下 Q@Ps A, 容易 证 明 Ext (Q, Zp) & Ext (Zp, 
Zp) (EE s, t). 

由 推论 6.1.8 和 推论 5.6.5, 只 需 证 明 M" A 0 ZR 

[P(O)@ (TCD 一 0  (s21) 

根据 5.6 节 的 计算 , 24 t- s < 2(p? + 2p+3)(p—1) +4, P(bj) & H**(U(L)) 等 

F 
P(b) & [{1, b1, 63} & (1, ho, hi, go, ko, koho} + {h2, h2go, 91, 11}] 

HF b =b), b 三 好 . 下 面 考虑 括号 [] 中 的 元 素 入 的 次 数 deg A(mod degb = pq—2), 
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其 中 g = 2(p — 1)(deg 和 指 的 是 入 双 次 数 的 差 )， 


A = by, b9, ho, hi, go, ko, koho, ha, h3ho, gi; ly 
deg A=9,q +2,q — 1,1,2q,q + 2,2q + 1,q + 1,2q,q +4,44 +3 


另 一 方面 , M PHO u 的 次 数 deg u(mod pq — 2) 如 下 : 


u -—Qo Qi, QoQ1, Q2, QoQ2, Q1Q2, Q0Q1Q2, Qs, 
degu=1,q+1,9¢+2,¢+3,q¢+4,2q+4,2q - 5,20 +5,- 


由 上 面 所 述 , 一 对 (u, A) 使 degu = degà + 2 是 M 可 实现 的 阻碍 . 

(1) V(0) RA Moore if S° U, e', 4p>2 总 是 存在 的 . 

(2) 4 M = E(Qo Qi), 只 要 考虑 u = Qo, Qu QoQ 唯一 可 能 的 阻碍 是 
(Qi, ho), 但 这 时 s = 1 可 以 不 算 . 因此 V(1) 4 p 2 3 FE. 

(3) 4 M = E(Qo0,91,Q2), 只 要 考虑 u = Qe, QoQ2, QuQo, QoQiQo.. 因为 
degQoQiQo < degko, 则 从 以 上 计算 表格 中 容易 看 出 不 存在 阻碍 , 除非 当 p= 3, 
(Q1Q2, b°) 有 degQ1Q» = 22 = degb? +2. 因此 V(2) 244 p > 5 FE, V(15) 4p 23 
存在 . 

(4) 4 M = E(Qo, Qi, Q2, Q3), FÈ u = QP QTQ, I degu = lg +m, 2 < 
| € 4, 5 € m x 10( 由 以 上 计算 表格 看 出 ), 因此 不 可 能 有 degu = degà +2 除 
JF q < 12, Bl p « 7. WE V(3) 5 p 2 7 存在 , 而 当 p = 5 次 数 最 小 的 以 使 
degu = deg À + 2 Æ u = Q1Q82Q3( 这 时 对 应 的 入 = bPt2h1), 因此 站 (23) 4p 2 5 f£ 
在 . 证 毕 . 

È V(4) 的 存在 性 在 以 上 计算 中 有 阻碍 = 10909 7? 和 hi (09)309 22? qi 
Æ deg Q4 = deg 入 +2.V(4) 当 p> 7 可 能 存在 的 问题 目前 尚未 解决 . 

由 于 有 H*(V(n+ aix) = QH + k), 因此 谱 V(n + zi) 是 有 限 个 胞 腔 的 
CW W, 其 胞 腔 个 数 和 Q(2"+1 + k) 的 Zp 基 元 个 数 27 + k 相等 . 因此 为 简单 起 
见 , 可 令 


k 
V n+ aui = U e1 U e2 U -++ U entitk 


使 *Uel = S?, eo 用 拓扑 度 为 p 的 映射 粘 在 el E, eo; 用 阶 数 为 p 的 映射 粘 在 eii 
E. A a <a’, 则 V(a) Æ Vla) FIBA V (a^) 的 存在 性 蕴涵 V (a) 的 存在 性 . 
定理 6.2.2( 文 献 [3] 定理 4.1) 定理 6.2.1 中 的 谱 V (a) 在 同 伦 等 价 意义 下 唯一 . 
WE 设 oo=3 当 p>7 ao=23 当 p>5 a = 14 % p > 3. 8 V(ao) 
V'(ao) 使 H*(V (ao)) & H*(V'(ao)). 
首先 如 定理 6.2.1 的 证 明 中 所 述 ， 
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Ext ^*^ (H* (V (ag)), Zp) = Extp ^" (Zp, Zp) 
旦 类 似 于 定理 6.2.1 的 验证 方法 , 不 存在 (u, A) 使 degu = degà +1, 从 而 当 n = 
deg e; (i > 2) 
Ext?^**"(H*(V(ag),Z;) -0 (s21) 
因此 由 Adams 谱 序 列 得 出 ma-i(V(ao)p = 0, 但 V(ao) 是 p 局 部 的 ,因此 
Tn—-1(V(ao)) = 0. 

由 于 内 射 S° c V(ag) 扩张 到 整个 V' (ao) 的 阻碍 在 m4 i(V(ao)) 中 (n = 
deg ei, 1>2) 而 Tn-i(Y(ao)) = 0, 因 此 内 射 9 C V(ao) PSEA f:V'(ao) ^ V (ao) 
使 f": H*(V(ao)) = H*(V'(ao)), 从 而 f 是 p 等 价 . 因为 V(ao) V'(ao) 是 2 局 部 的 ， 
则 f 是 同 伦 等 价 . 证 毕 . 

推论 6.2.3 当 n = 1,2,3, p > 2n, 存在 上 纤维 序列 320 -DV(n — 1) 一 
V(n —1) — Ví(n). 

WE 这 是 因为 对 任何 CW 谱 偶 (GC, L) 有 上 纤维 序列 

X K/L)— LK > K/L 
而 H*(V(n)/V(n — 1)) & X2?" -1g*(V (n — 1)). 证 毕 . 
定理 6.2.4 (文献 [3] 定理 4.4) ”存在 以 下 谱 的 乘法 : 
$:V(3) AV(3) > V(3), 当 p>11 
$: V(2) A V(2) ^ V(2), “4p>7 
Vava) >v), ped 
$: V(0) ^V(0 —^V(0, |34p23 

WE 映射 o: V (a) AV(a) — V(a) 叫做 谱 的 乘法 , WMR o TE V (a) ^ S? ~ V (a) 和 
S? ^ V (a) = V (a) 上 的 限制 是 同 伦 等 价 ( 见 3.4 35), 因此 o 是 S? ^ S? > V (a) 的 扩 
ok. 扩张 到 胞 腔 e; ^ e; 的 阻碍 在 m4 1(V(a)), 其 中 n= dege; + dege; (i,j > 1). 通 
过 验证 可 知 Ext?" (Z,, Zp) = 0 从 而 由 Adams 谱 序列 得 出 zn-1(V(a)) = 0 对 
所 有 n= dege; + dege; (i,j > 1), 因此 少 存在 . 证 毕 . 

推论 6.2.5 稳定 同 伦 群 1.(V(3)) 24 p 2 7, m(V(2)) 4 p 2 5, 1,(V(1)) 当 
p Z 3 Æ no(V(0)) = Zp 的 模 作 用 下 是 Zp T. 

证 ¢:V(a) ^V(a) — V(a) (a = 1, 2,3) 的 限制 

$: V(0) AV(a) — V(a) 
给 出 了 模 作 用 
™o(V(0)) & m(V(a)) «(V (a)) 
而 ro (V (0)) S Zp. 证 毕 . 
定理 6.2.6 (文献 [3] 定理 6.1) V(1) 4 p =2 不 存在 . 


6.2 Smith-Toda jf V (n) .113. 


证 # V(1) FE, 则 五:(V(1)) = E(Qo,Qi)u, KP u € H9(V(1)) 为 生成 元 . 
EJ p = 2 Bt Qo = Sq’, Qi = Sq^Sq! + Sq'Sq^, 由 次 数 关系 Sgu = 0, 则 导出 矛 
Ji 0 = Sq*Sq*u = Sq'Sq°Sq'u = QoQiu F 0. 证 毕 . 

注 V(2)4 p= 3 可 能 不 存在 ,V(4) 4p = 5 可 能 不 存在 . 一般 的 猜想 V(p 一 1)， 
V (co) 不 存在 . 这 个 猜想 目前 仍 未 解决 . 

由 定理 6.2.2 BY HI, 4 p> 2n,0 <n <3, 有 上 纤维 序列 

z20"-DV — 1) £ V(n — 1) 2% V(n) 2 22p"-IV( — 1) 


其 中 V(-1) 表示 球 谱 5 而 bo 是 拓扑 度 为 p 的 映射 pe [S, S]. 将 go, 61, 02, 
$s TIEN p,a, B, vy, 从 而 有 以 下 上 纤维 序列 : 


(6.2.7) S ^. g ^, y(0) 24 xs 

(6.2.8) xsv(0)  V(0) 5 v (1) 24 £y (0) 

(6.2.9) xotDsy(1) -二 v(1) 2 v(2) 2 xo*Derty(1) 
(6.2.10) x20*-2y(2) 3. v(2) 5 v(3) 3$ y2?-1y(2) 
其 中 q = 2(p — 1). 


定理 6.2.11( 文 献 [3] 定理 5.2) Æ p 2 5 MRR <p'q-3 ZF, 我们 有 
7,(V(1)) = P(8) 8 A® P(81) 


其 中 张 基 积 由 合成 给 出 , 而 A 是 以 {ito i1001, 1191 Bt140, go € 7(p42)9-2V (1), 13001, 
i1igf501) 为 基底 的 Zp 向 量 空间 , a1 = jaio, Ai = jojiBiiio, Bz = joj18 iiio. 
证 ”由 定理 4.3.3, 存在 收敛 到 7, .,(V(2)) 的 Adams 谱 序 列 

E; = Ext’j'(H*(V (2)), Zp) = m-0(V(2)) 
由 定理 6.2.1 的 证 明 , 24 t-s < p?q—3, E$* = Ext (H*(V(2)), Zp) = Extp (Zp, Zp) S 
P(b) @ {1, ho, hi, go, ko, koho}， 更 进一步 , 利用 推论 5.6.5 容易 证 明 这 些 E, 项 生 
成 元 在 Adams 谱 序列 的 微分 算 子 作用 下 的 像 群 为 零 , 即 d Bot C Egthttr-l = 
Qürz2,—s«pq-3. Alt, 谱 序列 重合 , 从 而 m-.(V(2)) = Ey” ~ P(b) e 
(1, ho, hi, go, ko, koho}(t — s < p?q — 3). 已 经 知道 , 对 应 于 ho, b, ko 的 Ext (Zp, Zp) 
中 元 素 在 Adams 谱 序 列 中 分 别 收 剑 到 ai = joaio € Tq-19,81 = jojiBiito € 
Tpq—25; b2 = jojif^;ijio € m(ap,1)4-29. Ib, 映射 jiBiiio : EXP* 5S — V(0) 的 
上 纤维 是 V (11)/V(0), 而 由 于 在 V(2) 中 P?Q1 = Q 从 而 PP z 0, 因此 Biro € 
Tpq—1V (0) 在 Adams 谱 序列 中 由 hi 所 表示 . 这 样 , 定理 的 结论 可 由 以 下 恰当 序列 

(i2)* (j2)* 


T—pq—qV (1) is NMnV (1) —> tmV(2) —> 


得 出 , 其 中 mía, 23V (2) 中 的 go 被 拉 回 到 (5424 29V (1), 这 是 由 于 (02). (90) € 
Ta_3V (1) = Tq—aV (2) = 0. 证 毕 . 
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6.3 Brown-Peterson # BP 


Brown-Peterson 谱 BP 在 近世 代数 拓扑 学 中 已 日 益 显 示 出 其 重要 的 作用 , 是 一 
个 重要 的 谱 . BP 是 使 H*(BP) = PHB, 其 中 P Steenrod 代数 A 的 循环 缩减 
we P* (i > 0) 生成 的 子 代 数 . P = A/(Qo), 其 中 (Qo) 表示 由 Milnor 基 元 Qo 生成 
的 双 侧 理想 , P BS 4 模 作 用 由 商 模 A/(Qo) 给 出 . 

BP 起 初 是 作为 A Ei A/(Qo) 的 几何 实现 引进 来 的 . JAR Quillen!) 用 形式 群 
律 得 出 p 局 部 的 Thom 谱 MUp)( 与 流 形 的 协 边 分 类 有 关 ) 的 直 加 项 就 是 BP X} p 
局 部 化 , 从 而 显示 出 它 的 重要 性 . 

本 节 介 绍 BP 作为 A/(Qo) 的 几何 实现 是 如 何 引 进来 的 , 材料 来 源 于 [4]. 

定理 6.3.1( 文 献 [各 推论 1.2) 存在 谱 BP fii H*(BP) = A/(Qo) 且 7(BP) 为 
多 项 式 代 数 Z[vi, vo, h 其 中 |vi| = 2(p’ — 1), 而 Z 是 整数 加 群 . 

KR 为 所 有 非 负 整数 序列 (71,72,…) 的 集合 , 其 中 除 有 限 个 外 7; = 0. € 
R=(ri,ro,:::), & dim R = Y` 2r;(p — 1), I(R) = din. $ V, AB UR) = s 的 所 有 
RER 生成 的 分 次 自由 Abel #.KV, 为 E-M 谱 使 7,(KVs) = V,(KV, Sin be 
T E-M 谱 KZ 的 一 点 和 ). 令 ar € H'(KV,,Z) 为 对 应 于 RER PER. 对 每 
个 ReR, PE 为 modp Steenrod 代数 A A Milnor 基 元 (p 2 2). c: A — A 为 典 则 
反 自 同 构 . 定理 6.3.1 的 证 明 归 结 为 以 下 命题 . 

命题 6.3.2( 文 献 [4] 定理 1.1) 存在 一 序列 谱 X。(s = 0,1,2,---) 和 元 1, € 
H"(XX,) 使 

(1) Xo = KV. 

(2) 1o = 0(0,0,... mod p. 

(3) 有 上 纤维 序列 KV, > X, — X, 导出 整 系数 上 同调 恰当 序列 

o Œ, H(X., Z) > H'(KV,,Z) 2 H* (X, 4,2) D- 
使 超度 r A DTe(QR) = 6c(P*®)-1,1, 其 中 6 是 相应 于 0 一 2 一 2 一 Zp 一 0 
的 Bockstein 运算 . 

(4) BH a  a-1, 定义 的 同 态 A — H* (X5) 当 s>0 时 它 的 核 为 (Qo). 

(5) 在 维 数 小 于 2(s +1)(p — 1) 时 H*(X,) = A/(Qo) - 1s. 

实际 上 , 如 果 已 证 明 命 题 6.3.2, 可 令 X = lim X,. AA KV; 是 2s(p 一 1) 一 1 连 
通 的 , 则 H(X) = A(X.) 24 q « 2(s - 1)(p— 1). 另外 mi(KVs) —0 25 i xp, 因此 


mil Xs) = N mi(KV:;) 


tgs 
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AMA H*(X) = lim H*(X,) = A/(Qo), 而 rs(X) 是 由 尺 中 所 有 序列 RAE KC 
的 自由 Abel 群 . 因此 X 即 为 BP, 定理 6.3.1 得 证 . 

为 了 证 明 命题 6.3.2, 先 证 明 几 个 引 理 . 

5| 理 6.3.3 (Qo) = AQo + AQ; + AQ» 十 … 

证 FER x € (Qo), Wi] z = aQo+Qoa’, HH a,a’ € A. AA aQo € AQo, 只 要 证 
HH Qoa’ € AQo + AQ1 + AQo+:::. 由 第 2 BEF AB Milnor 基 的 结果 , a’ 可 用 Zp 
X (PFQPQt QR) 瞧 一 表示 , 因此 只 要 证 明 QoP* € AQo + AQ1 + AQ2 +-+, 
而 这 由 定理 2.5.1 的 公式 

PEQ, — Q,PF = Qu PRA: + Qrp PPNP" As +... 

就 可 得 出 . 证 毕 . 

引 理 6.3.4 (1) Q; = Qoc(P^:) — c(P^:)Qo. 

(2) Qoc(P®) = Y! c(PP5)Qoc(P^5) + aQo, 其 中 ae A. 

WE 由 定理 2.5.1 HARE TMZ BY c 即 得 出 

Qoc(P^) = e(P*)Qo + ` c(PP^:)Q; 


j21 


BUR — A, 便 得 出 (1). 将 (1) 和 上 面 的 公式 合 起 来 便 得 出 (2). 证 毕 . 
注意 到 V, 是 使 (R) = s 的 所 有 RER 所 生成 的 分 次 目 由 Abel HE. $ M, = 
A/AQo Q Vs, AA KR 1 的 A 映照 ds: Ms > Ms-1 定义 为 


ds(18R)= X` Q; @(R\ 45) = QoS P^) 8 (RV 43) 


而 e: Mo 一 A/(Qo) 定义 为 «(1  (0,0,---)) =1. 

引 理 6.3.5 ”以 下 序列 恰当 

o M, I5 Ma S 5 Mo 5 A/(Qo) > 0 
WE 今 B 为 外 代数 E(Q1,Qo,-:-), 则 以 下 是 Zp 的 B 自由 分 解 : 
o2 BV, 2 BeSVao e > BOV Zp 0 
其 中 d'(1eR)—552Q; @(R\A,;), €(19(0,0,...)) =1. SL, A d d; (19 R) = 
d. iQ Q; ®(R\A;)) = 22,040; & (R \ A; Ak) = » QkQ; Q (RN A; \ A), 而 
R\A;\Ag 对 j, k 对称 ,QkQij = —Qj Qe, JUR d; ,d; = 0. Ea = Qu Qu € B 
使 d (a & R) = 0, 则 
3:Q4--Q4,0; 8 (RVA;) =0 


P E R= (ri,T2,::-), 则 除 Tips "Tix 外 其 他 Tj =Q. A b= Qi, Qi, 则 
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d',.,(b@(R+Aj,)) = 21058 (R+Aj;,\A;)=a@R 


这 就 得 出 kerd = im ds 以 上 是 Zp 的 B 自由 分 解 . 

te E = EB(Qo,Q1,Q2,…), 则 

A QE Zp = A/AQo + AQi + --- = A/(Qo) 

而 由 于 AE Hh ( 见 文献 [11]), AF Aes — 保持 恰当 序列 . 将 以 上 Zp 的 也 
日 由 分 解 作 用 于 函 子 4 Ge 一 , 注意 到 AGE B= A/AQo, 因此 引 理 得 证 . 证 毕 . 

注 文献 称 若 干 个 XA/AQo 与 A 自由 模 的 直 和 为 简单 模 (simple module). Al 
此 引 理 6.3.5 中 的 恰当 序列 也 可 称 为 A BE A/(Qo) 的 简单 模 分 解 (因为 每 个 M; 是 
fa] EUER). 关于 简单 模 的 性 质 可 参见 [5][6]. 

以 下 者“ 表示 整 上 同调 类 , 则 u Fem u 的 相应 mod p. 上 同调 类 . 

引 理 6.3.6 X; F SE B HRH LASER, 7: H*(F) 一 H*(B) 为 超度 ， 
v € H'(F), u € H'(B,Z) 使 +(v) — u, 则 存在 we H*(E,2Z) 使 IFwv= pw, ftw = 
v, 其 中 6 是 相应 于 0 一 Z > Z 5 Z 一 0 Bockstein 运算 . 

证 考虑 由 上 纤维 序列 导出 的 上 同调 恰当 序列 的 可 换 图 形 : 


ve H(FZ,) 一 H(B, Zp) 


16 Lô 
H'(B,z) I5 HH(E,Z) J5.Hg'(Fz) -5H'*(B,z) 
| p |p {| p 
uceH*"(B,z) DHE,Z) b Hii(F,Z) 
lq lq lq 


ae H(B,Z,) 25 HHE, Z,) 25 H+H (F, Zp) 


由 Tv = ù = qu, 则 Tv = órv = óqu = 0, 因此 6v € im f*. 以 上 图 形 导 出 可 换 图 形 
0— cokII* 5 H+H (F, Z) 
lp ip 
0— cokII* JI Hiti(F, Z) 
因此 有 [w] € cokII* 使 f*[w| = ôv, 其 中 [w] zn BS w 4c im IT*. fH 
f*pw| = pf*|w| = póv = 0 
因此 plw] = 0 € cokII*, AmA w tË pw = II*u 而 f*w = ov. 证 毕 . 
命题 6.3.2 的 证 明 注意 到 H*(KV:) ¥ A/AQo 9 V, = Ms, 下 面 用 归纳 法 构造 
一 序列 谱 X; (s = 0,1,2,…) 和 元 1, € H°(Xs), kk € H*(Xs,Z) (RE R, (R) > s) 
以 及 同 态 A Ta+1: M41 — H* ( X5) 满足 
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(6.3.7) 对 s > 0, 有 上 纤维 序列 KV, > X, — X, 1 使 得 从 1。1 = 1s, 
Ts(aR) = kg !, FER Ts: H*(KV,,Z) ^ H'(X,,Z2) 为 超度 ,而 ar € H*(KV,, 

Z) 足 相 应 于 RER, (R) = s 的 生成 元 . 

(6.3.8) 7,,1(16 R) = kf. 

(6.3.9) Æ s > 0, a € A, Wal, = 0 4 E. C5 a € (Qo) H cok 741 = A/(Qo)-1s. 

(6.3.10) 有 恰当 序列 

Ms42 733 M44 73 H*(X,) 

(6.3.11) p^k?, = óc(PP) - 1,, XE (R) > s. 

(6.3.12) ^4 1(R) > s, k$ = 32 c(PU)k?, y, 其 中 和 式 取 遍 U fii R-U 有 定义 
AWR-U)=s41. 

“4 s= 0, Ht Xo = KVo, lo =18(0,0,::-), k9 = ó0c(PP)-19, M 7 = di. 由 引 理 
6.3.5 中 di 的 定义 , (6.3.8) 和 (6.3.9) 成 立 .(6.3.10) 和 (6.3.11) 是 直接 的 , 而 (6.3.12) 
由 引 理 6.3.4 得 出 . 

WO Xs-1, lua ke | A rS WHE (6.3.7)~(6.3.12), 存在 映射 gs: X。 1 一 XKV, 
使 93 = 7s: H'(KV4) > H*(Xs-1), & 

KV, 22 X, 45 X, 24 EKV, 
为 上 纤维 序列 , 则 得 出 X 令 ls = wy lei. Æ (R) > s, 由 (6.3.8) 和 (6.3.12), 
m( Y; «Peg-u)- YD «PRA = hy" 


l(R-U)=s l(( R-U)-s 
因此 由 引 理 6.3.6, 存在 元 kh € H*(X,,Z) 使 


TKR 1 pkh 


fikh=6 >, c(PU)e(R-U) 
l(R-U)=s 


i 7.41 FA (6.3.8) 定义 , 则 
pkp=m3(p° kR) 
=m; (óc(P^*) - 15-1) 
= $¢e(P*") . 1, 
(6.3.11) 成 立 . 考虑 以 下 图 形 
Ms+2 je Ms+1 


Ts+1 l N ds+1 
M, 4 H*(X,_1) 25 H*(X,) 24 M, 45 H*(X,_1) 
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上 横行 由 s 一 1 情况 的 (6.3.10) 是 恰当 的 . 下 横行 是 上 纤维 序列 导出 的 上 同调 恰当 
序列 . 因为 当 WR) — s+1， 
f. R) = fikr 
‘=6 J, (PY) @(R-U)=Qo > P~) @ (R\ Aj) 
l((R—U)-s 

(因为 只 能 U = Aj 而 bc(P;) = Qoc(P^:)) 

一 ds+1(1 e R) 
因此 以 上 图 形 中 的 三 角形 可 换 , BY fr. = ds+1. H s 一 1 情况 的 (6.3.9), cok7, = 
A/ (Qo) ° 15-1, 而 im Ts = cok 7s, Kita ker fs 一 A/(Qo) | ls. 

今 证 明 (6.3.12). 因为 
ROM PUO 


l(R—U)-s-41 


= >》 c(PU')Qe(P^)&(R-U-A;) 
I(R-U)=s+1 
= J oP’) @(R-V) = fikh 
(V )=s 
(第 二 个 等 式 由 引 理 6.3.4), 而 ker f? 只 含 偶 次 数 元 素 , kkh 具有 奇 次 数 , 因此 
kh—- J, eP’)@kRy 
l(R-U)=s+1 


(6.3.12) RUZ. 最 后 推出 (6.3.9), (6.3.10). 由 以 上 图 形 , ker 元 +1 C ker ds+1 = im ds+2, 
只 要 证 元 ads+a = 0, 但 是 , 如果 1(R) = s +2, 


F541d542(1 & R) = Ts41 >》 Qoc(P^7) 的 (R \ Aj) 


J 
= Qo (P^ kia; 
= Qok?, = 0 


Ay, Æ aE A, 则 a-l =0 HARA m;(a- 1,31) 20 € A/(Qo) - 1,1 SERS 
a € (Qo). 完成 了 归纳 法 . 证 毕 . 

下 面 证 明 主 要 定理 6.3.1 的 重要 推论 . 

推论 6.3.13 p Y 是 谱 使 A*(Y,Z) 没有 p 挠 系数 而 H*(Y) 是 以 {yr € 
H™ (Y)} 为 基 的 自由 4/(@o) 模 , 则 存在 映射 f:Y 一 ID BP fi f*: H'IDZ7" BP) = 
H*(Y). 特别 地 IL(Y) & V @U modOC,, V AU BHR Al (yi) 生成 的 分 次 自由 
Abel fif. 

WE ił 1 € HBP) 为 4 生成 元 . 令 1" € H^"(X"BP) 和 1? € A"(D"X,) 
为 1 和 1ls 的 ?次 双 角 锥 ， 则 存在 映射 g:Y 一 EX 使 gi(19) = wi. AW 
p*r(og) = poc(P*)1,_, = 0, 因此 在 BP 的 构造 中 ( 见 命题 6.3.2) 所 有 不 变量 ke, 
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的 阶 数 为 p ERE, 因此 gi 可 提升 到 fi: Y 一 "BP, 令 f=If:Y 一 I>™BP, 则 
f 为 所 求 . 证 毕 . 

注 当 p > 2, Thom if MU, MSO 满足 推论 6.3.13 H Y 的 条 件 , 因此 可 得 出 
MU 的 p 局 部 化 等 价 于 大 干 个 BP p 局 部 化 的 一 点 和 , ME T, (MU)RUGV 如 
6.3.13 所 述 . 
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由 (6.2.7), i£ V(0) 是 拓扑 度 为 p 的 映射 p : S 一 S 的 上 纤维 . 这 就 是 已 知 的 
Moore i£, 我 们 记 为 M, 它 由 以 下 上 纤维 序列 
(6.4.1) S2.g9-.M— 38 
给 出 . 在 本 节 , 我 们 将 讨论 Moore HF M 的 环 谱 性 质 以 及 一 类 M 模 谱 的 性 质 . 首先 
叙述 有 关 谱 映射 ( 同 伦 类 ) 的 压 挤 (smash) 乘积 的 一 些 关 系 式 , 它 可 由 3.4 节 得 出 
( 见 [11] 定理 1.1). 
定理 6.4.2 i X,X,YY., ZZ 为 谱 , 而 f © [£*X,Y], f! € [5*X',Y',g € 
[>*Y, 2],9'€ [2"Y', Z'] 为 谱 映 射 , Tx,y € [X 和 人 Y,Y ^ X] 是 交换 映射 , 则 谱 映 射 的 
FRE FEAR A 是 双 线 性 的 , 且 以 下 公式 成 立 : 
(1) (gf) ^ (g' f") = (-1)8eeF -dees (g ^ g')(f ^ f^); 
(2) Tv. y«(J ^ f") = (-1)8e8f dee (f° ^ F)Tx xc; 
(3) ASIAS =EN APY 
(4) (f ^ 1y:)(1x ^ f^) = (-1)segfsegf (1y A F'(A 1x); 
(S)lsAf=f=fAls, Ts x =Tx,s = 1x. 
定理 6.4.3 Moore if M 是 交换 环 谱 , 存在 乘法 mxm : MAM 一 M 和 映射 
mu: EM 一 M ^A M 使 得 
mu(iAlm)=1m, (AlM)mm = lm, 
mMTiM =0, (tAlm)mu+™Mmu(j Alm) =1mam, 
mul = mm™, Tmu = —mM, 
mu(ImMAi)=1m, (lm ^j)fM = -lm 
HH T = TMm : MAMMAM 是 交换 映射 . 
证 BA mS =0,mS S Zp (1s), MH p- 1s #0 € vo, 因此 由 (6.4.1) 导出 
的 恰当 序列 可 得 mmM = 0. 对 于 p^ly € [M, M], 由 定理 6.4.2(4), (5) 和 (6.4.1), 
(pAlm)i =i-p =0. 因此 由 (6.4.1), (pA lw) € jm M =0. 由 (6.4.1) 和 命题 3.4.3， 
我 们 得 到 以 下 上 纤维 序列 
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pAlm=0 tAlm jAlm 


— SAM — MAM'— ESAM 
| | | 
MY MaM’  xM 
由 六 左边 的 映射 p 和 人 lm = 0, 因此 这 个 上 纤维 序列 分 裂 , 即 中 间 的 谱 M AM 同 伦 等 
价 十 两 边 的 谱 的 一 点 和 : M 入 M =MVOM. 因此 存在 mm € [MAM,M],my € 
EM, AM ^M] 使 得 
mu(thlm)=1m, (j^lw)mw, 
mau™m =0,(¢Alm)mm +™u(j Alm) =1mam 
另 一 方面 ， 类似 于 上 面 的 推演 , 由 rS = Or = 1,2),mS = Zp {1s} 可 得 
TrM = O(r = 1,2) 从 而 有 [Z1 M, M] = Q, [M, M] x pilm}. 因此 myuTmw € 
(uM, M] 4 0, mu T(6 ^14) 2 z- 1, (^l )Tmy =y: lm, Et xm, y € Zo. BA 
用 定理 6.4.2 的 公式 ， 
z:i— mMIT(i ^ly)(ls ^i) 
— mM(i ^i)Ts,s =mmu(iAlm)(1s At) — 6 
KUWE y: = G^jJ)TmM = 一 (j ^j)mu =j, 从 而 得 出 z= 1,y = —1. A 
此 mm = mmT(iAlM)mm = mmT, Tmm = —mMm(j 人 1M)Tmm = —my. t 
一 步 , mm (lm At) = mm (lm ^i)Tm, s = muT(iAlm) 2 mm(i 人 lm) = lm 以 及 
(Im Aj)mu = Tws(lm ^ jiu = Alm)Tmm = —(j ^lu)miy = —1y. TER. 
定义 6.4.4 if X 叫 作 M 模 谱 , WR plx = 0 € [X, X]. RUF EH 6.4.3 
的 证 明 , 这 时 我 们 有 一 个 分 裂 的 上 纤维 序列 X 人 M A Xx 77 xx, 从 而 存在 称 之 
为 M 模 作 用 的 映射 mx € [MA X, X], myx € [EX,M ^ X] 使 得 
mx(i^lx)—-l1lx, (j^lx)mx = 1x, 
mxmx =0, (tA 1x)mx +mx(j Alx) = Imax 
对 十 M 模 谱 之 间 的 映射 f e [x"X, Y], f "fe M 模 谱 映射 ,如 果 有 fmx = my(IuA 
f), (-1)°°8/ my f = (Im ^ f)mx. M Wit X 称 为 可 结合 的 , 如 果 有 mx(l1m 人 mx) = 
mx (mM ^lx), (lm ^Tix)mx = —(my ^lx)mx. 
命题 6.4.5 it M 模 谱 X 是 有 限 谱 . & [2X,X] = 0, WX 的 M 模 作 用 
mx, mx 是 唯一 的 . 更 进一步 , 者 对 7 = 1,2 有 [EX,X] = 0, 0 X 是 可 结合 的 . 
证 从 上 纤维 序列 X X Mn XPS Ex 导出 的 恰当 序列 
0 = [51X, x) V ty A x, x] OMS” Lx, x] 
可 知 (i 入 1x)* 单 射 . 若 有 两 个 模 作 用 mx, my, WI (2^1x)*(mx — my) = mx(i ^ 
1x) —my(iA1x) = 1x 一 1x =0, AME mx = my. mx 的 唯一 性 可 类 似 得 证 . 
为 了 证 明 可 结合 性 , 首先 得 出 lm At = (1m 人 人 iTsm = Tum(iA lm) = (tA 
1u)muTy, M (6 ^ lm) 十 而 MO Alm)Tum(iAlm) = i 人 人 1m + mmij, 类 似 可 得 
lm Aj=—-(G@A1lm)+ijmy. 因此 有 
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mx(lm Amx)(tAtA1x) 
—mx(ly ^mx)(i ^ly Alx)(i A 1x) 
—Tmx(lu ^mx)(lu AitAlx —myij Alx)($ Alx) 
=mx(iAlx) =I1x 
男 一 方面 , mx (my Alx)(iAiA1x) = mx(my(iAlm)A1x)(iAlx) = 1x, 因此 
mx (ly ^mx)—mx(my ^lx)JBT ker(iAiAlx)* = ker(i 人 lx)*(i 人 lx 人 人 lx)*. 但 是 ， 
上 面 已 知 ker(iAlx)* = 0, 而 由 恰当 性 ker(iNlmw 人 lx)* = (jAlM ^Alx)* [X MAX, X] 
= 0, 这 是 由 于 [ZIM A X, X] & [22X,X]@ [£!X, X] = 0. 因此 mx(lm Amx) = 
mx (my Alx) 得 证 . 对 于 可 结合 性 的 第 二 个 等 式 (la Amx)mx = —(my ^lx)mx, 
可 类 似 地 推导 出 等 式 (GAG Al x) (mm ^lx)mx = 1x = —-(G@AGA1x)(1m Amx)mx 
之 后 得 出 . 证 毕 . 
定义 6.4.6 Ut X ON M 模 谱 , X DERM, XANAX X'AX 也 是 M 模 谱 ， 
ER M 模 作 用 由 X BY M REH mx, ms 分 别 以 如 下 方式 给 出 
(X ^ X', mxax: = mx Alx, Mmxax = mx Alyx} 
{X ^ X, myx = (lx Amx)(Tu,x: A1x), 
mx'rnx = (Tx'm ^ l1x)(1x: Amx)} 
定义 6.4.7 WX, Y AM 模 谱 , 定义 一 个 同 态 
d: [X*X,Y] 2 [Z**! X, Y] 
为 d(f) = my (1a ^ f mx, f € [2* X, Y]. 我 们 称 d A M 模 谱 之 间 映 射 的 导数 算 子 ， 
它 有 如 下 性 质 . 
定理 6.4.8 (文献 [11] 定理 2.2) (1) d 的 作用 如 导数 : d(gf) = gd(f) - (—1)9*67 
d(g)f, 其 中 f € [B*X,Y],9 € [5tY, Z]. 
(2) Æ h € [Z*W,U] 为 任意 映射 , f 如 上 , W 
d(h ^ f) — h ^d(f), d(f ^h) = (-1)**&^q(f) Ah 


(3) d(f) = 0 4HM4 f A M 模 谱 映射 . 
(4) Æ X,Y 都 是 可 结合 的 M 模 谱 , 则 
d =0: [=*X,Y] 5 [Z* X, Y] 
证 (1) 由 导数 算 子 d 的 定义 ， 
d(gf) =mz(1m A gf)mx = mz(1u ^ g)(1u ^ f)mx 

—mz(lw ^ g)l(6 ^ ly)my + my (j ^ 1y)| (1 ^ f)mx 
=mz(i ^lz)(ls ^ g)d(f) + (—1)?*5/ d(g)(1s ^ f)(j ^ 1x)mx 
= gd(f) + (—1)**8/a(g)f 
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(2) d(h ^ f) = muay (lm Ah ^ fywax 
= (ly ^ my)(Tu,u ^ ly)(1j ^ h^ f)(Tw.m ^ l1x)(1w A mx) 
= (lu ^ my)(h Alm ^ fY(1w ^A mx) =hAd(f). 
另外 一 个 公式 可 类 似 得 出 . 
(3) 对 于 M 模 谱 映射 f e [Z* X, Y], d(f) =my(1m ^ f)mx = 
(—1)**8!mymy - f =0. RZ, # d(f) = 0, 则 
my (1y ^ f) =my(1mM ^ f)Ipgp9x(j ^1x) + ($^1x)mx] 
—d(f)(j Alx)-M my(i ^ 1y)(1s ^ f)mx = f mx 
以 及 _ . 
(Im A f)mx = my (j Aly) + (6^ 1y)myl(1y ^ f)mx 
= (—1)*8lmy f + (i ^ 1y)d(f) = (-1)*8/ my f 
(4) 由 X,Y 的 可 结合 性 , 我 们 有 
dd(f) = my(ly Amy)(lm Alm ^ flm ^ mx)rüx 
— —my (my ^ 1ly)(lm Alm ^ fmm ^1x)mx 
— —my (muy ^ fmx =0 
证 毕 . 
定理 6.4.9 i M 模 谱 X,Y 都 是 连通 谱 , W 是 f € (UX, Y] 的 上 纤维 , 由 上 
纤维 序列 EEX SY Sw 5x*"xmu d d(f) 20,9 W 是 MM gi. 
WE 由 定理 6.4.8(3), A d(f) =0, Wf: X* X — Y 是 MM 模 谱 映射 , 即 my (14 ^ 
f) = fmx. 因此 有 以 下 上 纤维 序列 的 同 伦 可 换 图 形 
sey ‘J, y 卫 w & six 
]i^lx liny Alw |iAlx 
SEM ax “3 MAY M" MAW SY vet A X 
Im mv dme dms 
rey b y .", w 二 ytx 
首先 , 由 上 面 已 知 左 下 方块 同 伦 可 换 , 利用 引 理 3.2.6, 存在 mw 使 下 面 四 个 方 
块 都 同 伦 可 换 , 而 上 面 四 个 方块 显然 同 伦 可 换 . 这 个 同 伦 可 换 图 形 导 出 同 伦 群 的 恰 
当 序列 的 可 换 图 . 再 由 于 mx(iAlx)-m Ix,my(i ^ly) = ly, 利用 五 项 引 理 可 得 出 
mw (i ^lw) 导出 的 同 态 (mw (i ^lw)). : nr (W) — n. (W) 对 所 有 整数 r 为 同 构 , Bp 
mw(i^lw):W 一 W 是 弱 同 伦 等 价 . 利用 Whitehead 定理 3.1.23 可 知 mw (i^ lw) 
是 同 伦 等 价 , EA ew vy, AMA p^lw =y mw(i^lw): (p^lw)-0«€[W,W], 
证 明了 W 是 M 模 谱 . 证 毕 . 
定理 6.410 设 三 () 为 or : DMM > M 的 上 纤维 ,由 上 纤维 序列 xn M S 
M %V,(1) 5 xre M 给 出 , 则 V;(1) 是 M 模 谱 , H dla) = 6,47) = 0,d(j!) = 
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0, d(ij) = —1m. 

WE EA aS = 0(pg72 > k £0, rq—1) ffi 1909 = Zp) {15}, trq-1S = Zp) {ar = 
joi, 因此 (M, M] S Z,{1m}, (EM, M] € Z,{a"}, [Et M, M] = 0,0 < t < 
q,rq--t < pq—3, AMA dla) € [E M, M] = 0. 再 根据 定理 6.4.8(1), 可 得 d(o7) = 
0. 从 而 由 定理 6.4.9 得 出 Vi(1) 是 M 模 谱 . 另外 , j.d(5.), dG7)i. € [27 *M, M] = 0, 
因此 di) € (i) [EM, M] = 6,d(j^) e (GL) [ZM, M] = 0. 最 后 ,由 定理 6.4.3, 
d(ij) = mm (lm ^ij) = —1w. 证 毕 . 

定义 6.4.11 4X ARA M REH mx mx 的 M 模 谱 ,定义 一 个 与 导数 算 子 
类似 的 同 态 Ax : [Z4 M, M] 一 [XC X, X] X Ax (f) = mx(fAlx)mx, f € [* M, M]. 
ii ô = ij € [X ! M, M]. 

定理 6.4.12 对 于 f € [X! M, M], Au (f) = —d(f). 

WE Au(f) 2 mu(f ^1u)my = —myuT(f Alm)Tmum = —my(1y ^ f my = 
—d(f). WEH. 

定理 6.4.13 (文献 [11] 定理 2.4) (1) Ax (FF) — Ax (£)Ax (0f!) -Ax (£9)Ax (f^). 

(2) Ax: Ax (f) = 1x: ^ Ax (f). 

(3) Av (f)g + Av(fó)d(g) = (-1)*UgAx (f) + (-1)'^d(g)Ax(óf), 其 中 f € 
[7* M, M], g € [Z^ X, Y]. 

(4) Ax (0f0) = jfi ^ 1x, Ax (ij) = 1x, Ax(1y) = 0. 

(5) zr X 足 可 结合 的 , 则 d(Ax (f)) = Ax (d(/)) = 0. 

uw (1)  Ax(ff) 

— mx(f ^lx)[(i^lx)mx -mx(j^lx)(f'^lx)mx 
= mx(fi ^lx)(G ^lx)mxAx(f') + Ax(f)mx(i ^ 1x)Gf' ^ 1x)mx 
= Ax (0)Af^) + A(f)Ax (f^). 

(2) Ax rx (f) 

= (lx Amx)(Tu,x: ^Alx)(f Alx Alx): (Tx m Nlx)(lx' Amx) 
= (1x Amx)(1lx ^f Alx)(1x: ^A mx) = 1x ^ Ax(f). 
(3) Àv(f)g + Av (fó)d(g) 
= my (f ^ ly)ymyg + my(fij ^ 1y)mymy (lm ^ g)mx 
= my (f ^ly)my(ls^g)(j ^A1x)mx 4 my (f ^ly)(i ^ly)my (lm ^g)mx 
= my(f ^ly)[my(j Aly) + (6^ 1y)my](1w ^ g)mx 
= my(f Aly)(1m Ag)mx = (71) ^my(1y ^ g)(f ^ 1x)mx 
= (-1) my(1y ^g) ^ 1x)mx + mx(j ^lx)((f ^lx)mx 
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= (-1)**U*my (iAly)(1s Ag)Ax (f£) + (—1)*d(g)mx (6 ^lx)(f ^1x)mx 
= (—-1)**U5gAx (f) + (—1)*d(g)Ax (8f). 
(4) Ax(6fd) = Ax (ij fij) 
— mx(i ^1x)Gfi ^ 1x)(j ^ 1x)mx = jfi ^lx. 
Ax(0) = mx (i ^1x)G ^lx)mx = lx 
Ax(1m) = mx(lm ^lx)mx — mxmx = 0. 
(9) 由 结合 性 和 定理 6.4.12, 我 们 有 
d(Ax(f)) =mx(1m ^mx)(lu ^ f Alx)Am ^mx)mx 
= -mx (my A 1x)(lm ^ f A 1x)(Tim ^ 1x ix 


= —Ax (d(f)) = Ax(Am(f)) 
mx (mM ^ 1x)(f Alu Alx (mm ^ lx )mx 


= —mx(ly ^ mx)(f Alm A1lx)(1m ^Tmix)mx 
= —mx(f ^ mxmxymx = 0. 证 毕 . 
定理 6.4.14 WV 为 任意 谱 , 则 存在 直 和 分 解 
E*V AM,V' A M] = (1v ^ ó)(ker d) @ (ker d) 
= (ker d)(ly A^ ô) @ (ker d) 
使 kerd = [E*V A M, V'A M|n (ker d). 特别 地 , 有 直 和 分 解 
[Z* M, M] = ó(ker d) @ (ker d) = (ker d)ó & (ker d) 
使 得 kerd = (ker d) [X* M, M] 是 [X* M, M] 的 交换 子 环 , Hi 6 = ij € [Z1 M, M]. 
证 因为 (27M, M] = 0,r = 1,2, 由 定理 6.4.5 可 知 M 是 可 结合 的 AFA 
mam(mm ^ 1m) = mm(lm ^ my), (mm Alm)mm = —(1M ^ my)my.. 容易 证 
Hj, VA M 的 M 模 作 用 (v Ammu, ^ 1m), (Tym ^ 1i) (1v Amm) 也 满 
足 可 结合 的 相应 等 式 . 因此 由 定理 6.4.8(4) A d? = 0: [E*V A M, V' ^ M] 一 
[EL VA M,V' A M]. & óg(f) = (v ^6)f, f € [E*V A M,V'A M], 则 我 们 有 以 下 
相互 分 裂 的 两 个 恰当 序列 : 
[EV AM,V'A M] 一 $, [EV A M,V' ^ M] 一 -5,[XY*?V A M,V' A M] 
[ESV A M,V' A M] && [EHV A M, V'A M] EE [EtV ^ M,V' A M] 
这 是 因为 定理 6.4.8 导出 d((ly ASS) = +f + (1v ^ó)d(f), 从 而 当 d(f) =0 4 
f=td((ly ^ 6)f) WMA Llf) = 0 有 f= 土 (lv' Ad d(f). 因此 第 一 个 直 和 分 解 
得 出 , 而 第 二 个 直 和 分 解 是 类 似 的 . Bel, CV. = V' = S, 则 可 得 后 面 两 个 直 
和 分 解 . 最 后 利用 muT = my 证明 (kerd) n [Z* M, M] 是 交换 子 环 . 对 于 f,g € 
(ker d) N [Z* M, M], 由 定理 6.4.8(2), f,g 是 M 模 谱 映射 , 即 mw(lx ^ f) = fmm, 


6.5 Wf V.(1) 的 分 裂 环 谱 性 质 - 125 - 


因此 mua ^ fi) = fmmullm At) = f = myuT(1ly ^ fi) = mu (fiAlm) 从 而 
g: f — mu(gi ^ 1u)my (1a ^ fi) =mu(gAlm)(1m ^ fi) = (—1)068f-de895 y (1m A 
fi)g = (-1)9eef dese f . g. SER. 

推论 6.4.15 i9 X,V,V' H1 V" ARB g: V —[V',g' :V' — V" 为 映射 . 
[VA M, Xa M] C2 pA M, X AM) IV AM,X AM] BOE 
列 , Wi 


ker dn|V"^ AM, XAM] 924)" ker dn[V’AM, XAM] V3 kerdnIVAMXAM 


也 是 恰当 序列 , 其 中 d 为 在 相应 的 群 上 定义 的 导数 算 子 . 这 个 结果 的 对 偶 形 式 也 成 
立 . 

证 Xf f € kerd [V AM, X A M] 使 得 f € ker(g ^ 14)*, FFE f’ € [V" ^ 
M,X ^ MJ 使 得 f(g’ Alm) = f. 由 定理 6.4.14, f! = fi + (x ^ ij)fa, ÆT 
fi € kerdN [V’ AM,X A M], f} € kerd N [EV AM, X ^ M]. 通过 对 等 式 f = 
fil ^l) (1x ^53) f5(g' ^l) 作用 于 4 得 出 fz(g/^lu) = 0, AMA f = fi(g ^l), 
J^ fi € ker dn [V AM, X ^ M, 结论 得 证 . 证 毕 . 
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在 本 节 , 我 们 将 深入 讨论 由 谱 V (1) ^ V.(1) 的 分 裂 性 导出 的 谱 Ve (1) WoT 
谱 性 质 . 本 节日 始 至 终 , 正 整 数 r 都 固定 , 我 们 将 谱 V) 简 记 为 K, 它 由 以 下 上 纤 
维 序列 给 出 : 
(6.5.0) om 55 M 5 K 3, yren y. 
定理 6.5.1 谱 K 是 可 结合 的 M 模 谱 , 即 存 M REH mg: MAK  K,mx: 
LK — MAK 使 得 
mx(iAlk)= 1x, (j ^lkymk —1lk, 
mim =0, (i^lk)mk -- mk(j^lx)-—lwak: 
mk(1y AmK) =mx(mmy ^lx), 
(Im A mk)mi = —(miu ^lk)mk 
而 且 dli) = 0,d(j’) 20. 另外 当 p 2 57 mk(o i ^ 1k) — 0. 
在 证 明定 理 6.5.1 之 前 , 我 们 先 证 明 以 下 引 理 . 
引 理 6.5.2 Æ k< N(s) = s(p? —3p+1)+pq-2, 
o* [X^ M, M] = [X^ M, M]o? C Akisg 
其 中 A, = Zp[a] 8 E(da — að, ô), EC ) 表示 外 代数 . 
证 M 的 乘法 mw [818 m. M 成 为 交换 环 , 其 中 对 于 fig € 0. M, RE f .9 = 
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mm(f Ag). HT ôi =0, (da — aó)i = ioi, HJE i* : A, > Asi = Zplai] & E(iay) 是 
环 同 构 . 设 
E5" = Ext? (H* M, Zp) => ™m-sM 

为 定理 4.3.3 中 的 Adams 谱 序 列 , [7] 已 证 明 : 

(D EZ —Z,n]&eE(hio) 4t—s< (p*-p-1)(s+1) 
其 中 q, hio 分 别 具 有 双 次 数 (1,9 十 1), (0,9) 且 分 别 表示 od, ia € m. M. 对 于 任意 
h € [Z^M,M], iE x c E25 RIR hi € m.M,b-a=k. Gk < N(s), Wk+sq< 
(p^ —p— 1)(s-r a- 1), 从 而 由 (D), aix € Zola] & E(hi,o). 这 就 是 说 ashi € Asi, 从 而 
a*hó € A,ó C A,. 再 由 定理 6.4.14, h = ho + hy, 某 个 ho, hi € [Z* M, M] n (ker d), 
从 而 有 d(h) = th, 并 且 当 上 < N(s) 有 (o?h X o*h16)ó = o?hó € As. 因此 
有 o3h c a3hió = d(o?h + o?hió) € d(A,) C Ax. Æ d(h) = 0, Bl hi = 0, 则 由 
[2* M, M] n (ker d) 的 可 交换 性 , 得 出 ash = ho? € Ak+sq. 一 般 情 况 下 , 首先 得 出 当 
k+1< N(s) 或 者 k < N(s), @ hio? = o?hi € Ak+sq+1, 从 而 得 出 ach € Ak+sq. 
EERIE k< N(s), ho? € Akysg. WEH. 

定理 6.5.1 的 证 明 由 定理 6.4.10, K 是 M 模 谱 ,存在 M 模 作用 mg : MAK 一 
K, mg: 0K > MAK 使 得 

(I) mg(i^lg)=1g, | (j^lk)mk-lx, 

memK =0, (i^lk)mk t mk(j^lk)-—lwAK 
而 且 i,j 是 M 模 谱 映射 . 我 们 将 满足 这 些 条 件 的 mk, 元 k 称 为 可 许 的 M TRAE. 
下 面 将 (6.5.0) 中 的 K, i,j wA Krip je 利用 (6.5.0) 和 稳定 同 伦 范畴 中 的 3 x 3 
引 理 ( 见 3.7 节 ) 可 知 Kr Æ ju : ETK,- o XC78K, 的 上 纤维 , 由 以 下 上 纤 
维 序列 

(ID X^! Ki ‘ides mr-aK, -*, K, > Kri 
给 出 , 且 有 关系 式 jov = ji vi, = iat, pt, = ipi drap = oF, MA 41,571 是 
M 模 谱 映射 , 可 以 选取 可 许 的 M 模 作 用 mge. me, (ER r 2 1) BB v, o EME 
谱 映 射 ( 见 [16] 定理 4.4), 即 mi, :(1wAp) = px, 等 .对 任意 7 > 1, $ T(mk,) = 
mx,(1m Amx,) — mk,(my ^lk,), Tmk.) = (lm ^mik,)mxk, + (my ^lk,)mx,. 
容易 证 明 存 在 唯一 的 a(mx,), a(mx,) € [Z^ K., Kr] 使 得 

T(mx,) = a(mx,)(G AJA 1k,) 
T(mik,.) = (^i^ 1x, )a(™x,) 

另外 , 由 p 是 M 模 谱 映射 , 可 得 出 pr(mx,.) = T(mk, ,): (mam ^ p). 因为 
a(mx,) € D? Ki, Ki] = DM, M]ji = 0, 我 们 可 以 归纳 假设 a(mx,_1) = 0, 从 
而 得 出 pa(mk,)(j ^j A1lx,) = pt(mK,) = 0. 更 进一步 , 由 ker(j ^ 1k,)*(lm ^ 
j^lx,)' = 0 可 得 出 pa(mk,) = 0, 从 而 由 (ID 有 a(mg,) = :5 = piigi., 
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某 个 g e [E70 K, Ki],g € [29+3M,M]. 但 是 , [59+3M,M] = 0, 从 而 有 
a(mx,) = 0, 完成 了 归纳 法 . 因此 , 对 任意 r > 1 有 7(mx,) = 0. 同 理 r(mx,) = 0, 
即 存 在 满足 (T) 的 可 结合 的 M 模 作 用 mx, meg. 

最 后 证 明 当 p 2574 mk(o'i ^lk)- 0. 注意 到 ar = —d(a^6), 因此 由 定理 
6.4.13(5), mx, (a"Alx, Mx, = Ax, (07) = —Ak,(d(a^6)) =0, AT mx, (o i^lk,) = 
0 ZR mic, (o7 Alx,) =mx,(a" ^lk,)[(6 ^ 1k, )mx, +™Mx,(j A 1x,)] = 0. 更 进 一 
步 , 由 p 是 M 模 谱 映 射 , 我 们 有 

(III) pmx, (ai ^ 1&,) = mk, (QiAlk,._ ,)p 
HTF“ p 2 5/8 2qg4+1 < pq — 3, MH k< pq — 3, [V M, M] = Ak, 因此 mg, (ai ^ 
lk) € [29K1, Ky] = i1[£ M, M]ji = d14244131 = 0. 以 此 作为 归纳 的 初始 条 
件 , 归纳 假设 mk, ,(07 E Alx,_,) = 0, 因此 由 (ID) 4B pmx,(a7i A 1x.) = 0, 
从 而 mx, (ain 1k.) = v.g = viigi = io^ 1gj., ÆT g € D*Ke Ki]g € 
[z(7*De*1 M, M]. 但 是 , 由 引 理 6.5.2, ar-1lg € a? [DO t+D9t+1 M, M] C Argi = 0, 
因此 得 出 mg, (oi A 1k) = 0, 完成 了 归纳 法 . 证 毕 . 

4 o, = jafi € "44 15, lll] as Alm = ĝa: 一 as6. 由 于 aa 一 age [3*M,M]Nn 
(ker d) 是 交换 子 环 ( 见 定理 6.4.14), 因此 a(da—ad) = (6a — aó)o, 从 而 有 az 和 1 = 
ĝa? — a76 = 2a(6a — ad). 利用 归纳 法 可 立即 得 出 
(6.5.3) as Alm = ôa 一 as6 = saè! (da — ad) 
现在 , 下 面 的 K 仍 表示 (6.5.0) 中 的 K. + 

T= Ax (a6) = mk(oi Alk) € [X4K,K]. (r 2 2) 

o! = Ak(6a6) = o4 A 1g € [V4 ! K, K] 
因为 Axla!) = 一 Ak(d(6as-!)) = 0( 由 定理 6.4.13(5)), 因此 利用 定理 6.4.13 
(1) 和 归纳 法 有 AK(as6) = AK (091-00) = Ak(a*-)Ak (606) +AK (a 16)A (a8) = 
(@)*-!.a@ = (@)*, 从 而 由 定理 6.5.1 得 (G)” = Ax (ad) = mk(oi ^ 1k) = 0. 再 利 
用 6.4.13(3) 以 及 d(i^) = 0, d(j’) = 0, Am (a6) = a, Am (606) = ai Alm 可 得 
(6.5.4) (a)*i' = ias, jT = os 

ali! = i(n — aô), j'a! = (a6 — 6aj' 

另外 由 (6.5.3) 可 知 (o1)? = jadai = 0, 因此 (o^)? = 0, 且 利 用 定理 6.4.2(4) 可 得 
aa’ = ot. 

由 (6.5.3) 可 得 2ada = ba? + 076, 因此 dada = l6(60? + 075) = l(00? + 
a26)6 = aba56， 再 利用 归纳 法 得 出 dada” = adada™ | = a'6o6, 从 而 有 t’dada" 
= 0, 存在 某 个 af € [E12K, K] 使 得 offi! = idas. 两 边 作 用 于 d 得 doghi = 
—i'(6a/— aô) = 一 Qi', 从 而 d(al) = —o' + gj’, t gx € ECHIM, K]. 注意 
到 j'gk € [X31 M, M] & Zp{6a, að}, 从 而 由 (6.5.3) 可 推出 o. [X471 M, M] 40. E 
此 j'gk = 0,9x = i'g, EP g € [Z0*P7* M, M]. 于 是 我 们 得 到 dag) = -a 十 ?97 
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再 作用 上 d 得 出 ?Ya(9)7 = 0, 由 此 容易 推出 d(g) = 0, 从 而 g = d(—96). 令 o" = 
of — i'gój' € [Z*? K, K], W 


(6.5.5) a"i = i'ónó, d(o")-— —o', j'a" = 6ad7'. 
类 似 于 以 上 的 推导 可 知 , 存在 o! e [Z8 1 K, K] 使 得 
(6.5.6) ai’ =iad, da)= -a, j(a —ra’) = -ad7 
555 r =0 (mod p), 存在 bk € [X ! K, K] 使 得 
(6.5.7) iki! = 16, jóg —-—8y, d(ók)- 
并 且 容 易 看 出 
(6.5.8) a'i! =6kG6ki, d'i =(ôkū-—ūôk)i', Wi! = Hx 


定义 [V K, K] 的 子 群 A. 如 下 : 
Ax = Zy[o]/(o7) & {1,0",0',a’} 34 r #0 (mod p) 
A, = Zp|o]/(a7) 9 {1, 5x, 5Ka6K,5K0} 34 r= 0 (mod p) 
定理 6.5.9( 文 献 [14] 引 理 5.6(ii)) 4k < pq — 3, 有 直 和 分 解 
[E^ K, K] = Ax 6 (i7). (J) [x^ M, M] 

证 4k < pq—2, CA nS = 0 BRIE 75415 S Zp) {ars} A ToS = Zp) (1s). Al 
此 由 (6.5.3) 可 知 , ?4 k < pq—3, [V^ M, M] = A. = Z,[a]@ E(6a—a6, ô), HP Z,[ ] 
表示 多 项 式 代数 ， 已 表示 外 代数 已 知 对 任意 正 整 数 7, o^ A 0, 因此 A. 是 [2 M. M] 
的 子 环 , 从 而 An S Ak+sg 对 所 有 k > 0,s > 0 单 射 . 对 于 f e [2*K, K], j' fi € 
[57771 M, M] = Ak-rq-1. 但 是 Aki ^ Aka BH, 因此 jf? = 0, 从 而 
fi! = i'g, 某 个 ge [2*M,M] = Ak. 令 AL = A/a" An, WI iA, = (LA... 另外 由 
(6.5.4)~(6.5.8) 可 知 i, A, C Axi’, RGE r 4 0 (mod p) H k = —1, 这 时 ?6 不 属 
T AJ. 因此 dg = gi' SE g € Ax Ami f = gtg, SER gy € [Ett M, K]. 
类 似 于 上 面 , 有 j'gk = 0, 从 而 gg = ig, 某 个 g' € [x791M, MJ. 于 是 我 们 有 
f=9+ig'j'. 由 (6.5.4)~(6.5.8) 显然 有 AN (i) (J) [Et M, M] = 0, 因此 得 
出 所 要 的 直 和 分 解 . 证 毕 . 

B Li ja'ie([x'8,S| HJ EEFE, 由 上 纤维 序列 : 

(65.10) yra-1g iis 7 3 , yrag 
给 出 , 则 我 们 有 以 下 结果 . 

定理 6.5.11( 文 献 [14]p.433) 34 p 2 5, HK AK IR, 即 存在 同 伦 等 价 

KAK-KVXKVX9KVyYr?K r=0 (mod p) 

KAK=KVYLAKVYIH2K  +4r#0 (mod p) 

证 由 定理 6.5.1, Ak(o76) = mk(o^i A 1g) = 0. 另外 , 利用 定理 (6.4.13)(5), 
mx (a ^l1k)mk = AK(ar) 二 一 AMK(d(bar)) = 0, Ag (da™ -ar6) = -AK(d(bar6)) = 
0, 从 而 有 (ja ^Alk)mik = AK (ða) = AK (07S) = 0. 再 将 等 式 (i 人 lk)mgk +7MK (A 
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1x) — lux 同时 作用 在 a” Alr 的 两 边 , 就 得 出 
(6.5.12) a Aly — mk(jo i Aly)mkx 

it r = 0 (mod p). 由 (6.5.3), jai Aly = 0, 因此 ijo = 0 € m4 1M; 从 而 
jai e p: f, RA f € mS. 再 由 (6.5.12) 得 出 or A 1g = Tk(p: Alx)mx = 
0 e [SE 9MAK,MAK]. 因此 由 (6.5.0) 和 命题 3.4.3 所 导出 的 上 纤维 序列 


a’ A 人 lr=0 Al j' ^1 
“E, MAK —KAK —5X3'*MAK 


FRA, Minas eth KAK = MAKVYX'T" MAK = KVEKVY'HKVYra?K, 
得 出 所 要 的 结果. 

“4 r £0 (mod p), MER KAK 的 分 裂 性 可 证 明 如 下 . 由 定理 6.5.2, pA 人 lk — 0, 
从 而 有 分 裂 上 纤维 序列 EK 75 MAK 75 K. WX H Gori ^ly)mk : DTM ^ 
K > K 的 上 纤维 , 由 上 纤维 序列 


(Ja  i^1k)mk 


-IM A K -————o K “5 X “4 SM AK 
给 出 . 注意 到 还 有 上 纤维 序列 (6.5.10), 利用 以 下 稳定 同 伦 范 畴 中 的 3x 3 引 理 的 同 
伦 交 换 图 形 ( 见 3.7 节 ) 
yrim a K CNOT e CO O OLAK 
N MK / joariAlk N w / 
(6.5.13) gra- Kg X 
Z jnnge NO / Nu 
ELAK & YK ™S EMAK 
可 得 出 另外 一 个 分 裂 的 上 纤维 序列 S HK 一 X LAK, BEX =LAKYV 
DHK, ARAFA (6.5.12) 和 以 下 3 x 3 引 理 的 同 伦 交 换 图 形 
samak E MaK 75 K 
NGariatr)mg/ Mk NU ^l ZH 
(6.5.14) LK KAK 


Z0 Nw 7 — Nj'^lk 
eee 9%, | xx & ym"MAK 
可 得 出 另外 一 个 分 裂 的 上 纤维 序列 S xx 一 KAK 5 K, 从 而 得 出 KAK = 
KVXX-KVXLAKVYX2K, 所 要 的 KK 的 分 裂 性 得 证 . 证 毕 . 

注 6.5.15 注意 到 当 7=0 (mod p) HA ja^iAlk =0, 这 时 LAK = KVEK. 
因此 定理 6.5.11 中 的 两 种 分 裂 性 可 以 统一 成 一 个 , 即 对 任意 ">0 有 KAK = 
KVYLAKYV Yt2K. 

定理 6.5.16( 文 献 [14] p.433 (A)~(D)) 当 p>5, 存 在 投射 4 € [KAK, K], uo € 
[KAK,ELA^AK]jj ^lk € [KAK,>" "2K] 和 内 射 Vi ^lk € [K, KA K], n € 
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[ILAK,KAK],vc[X7**? K, K ^ K] 使 得 

(A) pi’ Ale) = mx, (J Alx)v = mg; 

(B) pelt? ^1k)— (7 -3^lk), (i Akg) = (i- 9” A 1k); 

(C) G” ^1x)us = mk(j' ^lk), v(i" ^lk)- (i ^lk)mx; 

(D) uva 20, uv -—0, pov=0, pore = lrAK- 

证 v X (6.5.13), (6.5.14) 中 两 个 映射 的 合成 , 即 v : Xv ^K 一 EX 一 
K AK, 则 由 (6.5.14) 的 右上 三 角形 和 (6.5.13), (6.5.14) 的 两 个 右 下 三 角形 , (A) 得 
出 . 考查 以 下 上 纤维 序列 的 同 伦 可 换 图 形 : 


iariA1 i" A1 AY 
vog VOF wk FLAK pratik 
[mk Ti A lk Tua [mx 


SYM a K MAK S Kak SHM AK 
fi A lx [mx |v. IE ^lk 
muy INK pk prak CS peik 

利用 等 式 (6.5.12) 可 知 左边 上 下 两 个 方块 同 伦 可 换 , 因此 由 引 理 3.2.6, 存在 ua, v 使 
得 以 上 全 部 的 方块 同 伦 可 换 , 得 出 (B), (C). 由 第 一 行 和 第 三 行 所 导出 的 同 伦 群 的 恰 
当 序 列 以 及 五 项 引 理 可 知 wove : LAK — LAK 导出 的 同 态 (uvo) : r&(L AK) 一 
Tk(L ^ K) 对 所 有 整数 k 为 同 构 , 从 而 由 Whitehead 定理 3.1.23, wove 是 同 伦 等 价 ， 
Lava = lLAK. 男 外 由 图 (6.5.13), (6.5.14) 可 得 uv = 0, uva = 0, pav = 0, 得 出 (D). 
证 毕 . 

更 进一步 , (A), (B) ZR n( i Alk)— 1k = G3 Alx)y plii ^ 1k) =0= 
(jj! ^ 1k)va. 显然 还 有 (3 ^lk)( 6 ^lk) — 0. & f = QE ^lk)n + vana + 
v(jj' 人 1K) € [K AK, K AK], RE (D) 和 这 些 等 式 可 得 f- f — f. 由 于 Z 上 同 
JAR H*(K ^ K) = H*K @ H*K Wi H*K = 0 BE k = 0,1,rq + L,rq 4- 2, 因此 
Ext (H*(K A K), H*'(K ^ K)) = Zp, 由 恒 等 同 态 1: H'(K ^K) H'(K ^ K) 为 
其 生成 元 , 从 而 f =2-leak t fi, $ fi E€ [KAK, KAK] 使 得 fy SM Z, Ef 
调 群 的 同 态 为 零 . 也 就 是 说 fi 在 Adams 谱 序 列 中 具有 filtration s > 0. H f-f=f 
可 得 出 (z—a?)-1kAk = 2r — Dfa- fi fi AM (ec - 2?) =0,c=1,-f, = f? # 
HEZE fi =(-1)? 1 Sf, ER n> 1. 这 就 是 说 fi 在 Adams 谱 序列 中 具有 任意 
大 的 filtration, Mit f: =0, f=1Kax, BẸ 
(6.5.17) Wi Alk)u + vou t+ v(3j! ^1k) — lkAK 

定理 6.5.18( 文 献 [14] 引 理 6.2) 34 p 2 5, 存在 

Ac[E-!K,LAK], Ae [= !LAK,K] 


使 得 
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(1) G" ^1x)A 2 Pj, AGAk) =i’; 

(2) Ai! = (i Alkis, jA —55'(j" ^1k) 

(3) (1, A j') A = — (i^ A1m)6j’, Alp Aw’) = —i'o(j" Alm); 

(4) AA = -2i'ijj'; 

(5) dA) 2 —(i" A1), d(A) — j" Alg. 

证 ^ A- a(l ^ii), A = (1x ^ 33" )vo, 则 

(1) 由 定理 6.5.16(C), (j”ALK)A = (G"^li)ua(1 ke Aii) = mi (j^Alk)(lk Aii) = 
mx (lm APJ Alm)Ok ^i) — mM ^A1u)(1g ^i) = imy(1y ^i)j' = i'j'. 类 
似 地 , AG" A 1k) = (1 Ajj’ v(i” Alr) = (1x ^33 )(? ^ 1)mk = (lk Nj) ^ 
lm)(lm ^ j')mk = —V (lm ^ 3muj3 — Vj. 

(2) 由 定理 6.5.16(B), Ai! = uo(1 ^ i'i)i! = poli’ ^ 1i)(1M ^ i'i) = (ij ^ 
1x)(1uM ^ii) = (i A1k)i'0. 24038, J'A = j'r Ajj v = (IM ^ 33 )G' ^1)vo = 
(Im AJJ- 3" ^ lx) = 063 Q" ^M). 

下 面 一 起 证 明 (5), (3), (4). 由 于 -G" ^ Lic)d(A) = d(G" ^ 1«)A) = d(i’j’) = 
0, 则 d(A) € G" ^ 1k),[K, K]. 同 理 有 d(A) € (G" Alx)*[K, K]. HEH 6.5.9, 
[K, K] = Ao + i [E+ M, M]j’, 因此 d(A) = c(i” ^A 1k) + G" ^ 1 x)i'g19’, (A) = 
y: G" A lx) + i'goj (Q" A lx), SER 91,92 € [Ut M, M], x,y € Zp 对 两 个 等 式 
EMT d 可 得 (i Algida) = 0 = i'd(g2)j (^ A lx), 从 而 可 推出 d(gi) = 
0 = d(g2)， 通 过 作用 d + (2), 可 得 d(A)i = -(i” Algi, 从 而 zx = -1， 同 
理 y = 1. 因此 , 通过 选择 另外 一 对 po, ve, 可 使 (5), (1), (2) 同时 成 立 ， 再 证 明 
(3), HFG” ^ Iu )ür ^ j)A = j'G" ^ 1x)A = j'i'j = 0, 因此 (lL ^ j')^ € 
(i” ^ Lm) [X77*? K, M], 从 而 (1, ^ j')A = x- (i ^ 14)63', 某 个 ze Zp XEN 
为 [EK M] S Z,(63'). 再 通过 两 边 作用 于 d 和 (5) 比较 可 得 x = —1. (3) 第 
一 个 等 式 成 立 . AE (3) 的 另 一 个 等 式 也 成 立 . 最 后 验证 (4): 利用 (6.5.17) 我 们 有 
BA = (1k ^ jj )vauz(1k ^i) = (lk ^ jj ) Lx ^ii) — (lg ^ 33 )v G3 ALe) A 
i'i) - (1k ^ jj ) GG ^ 1k)u(L ^ i'i) = Uk ^ jj')vi'ój'  i'óju(1k ^i'i) = —2i'6j', 
其 中 通过 选择 一 对 uv 可 使 we ^ii) 21k = (1k Ags’, PRE 6.5.19. 
证 毕 . 

下 面 我 们 不 加 证 明 地 叙述 文献 [14]p. 438 定理 6.5 和 6.6. 34 r 比较 大 , € 
的 证 明 比 较 复 杂 , 也 需要 较 多 篇 幅 . 但 是 , 当 r < p, 定理 6.5.19 可 由 定理 6.5.16, 
6.5.18, 6.5.9 以 及 [X7*** M, M] = Acqui = 0, k = 1,2,3 容易 证 得 , 而 定理 6.5.20 当 
r € $(p — 1) 可 利用 定理 6.5.2 容易 证 得 . 

定理 6.5.19 (文献 [14]p.438 定理 6.5) 存在 (u,v, p2, v2) 的 一 个 选择 , 使 满足 
定理 6.5.16(A), (B), (C), (D) 和 以 下 : 

(E uT—-p,  Tv-w 
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(F) mT = -u + An, Tv; =- + vA; 

(G) d,(u) = 0, di(v) =0, i=1,2; 

(H) di (uo) = —( ^lk)u, da(ua) = 0, 

di(vo) = —v(j" ^ig), de(v) =0 
BHT: KAK > KA K 是 交换 映射 , di(i = 1,2) 是 M 模 谱 之 间 映 射 的 导数 算 子 
di KAK 的 M 模 作 用 由 第 i 个 KK 所 决定 (参见 定义 6.4.6). 

定理 6.5.20 (文献 [14]p.438 定理 6.6) 定理 6.5.19 中 的 任 一 个 u 都 是 可 结合 
的 , BE uu Alk)= AGE Ap). 

VA_E DT xe LZ ER OP A EUR AT FR. 

引 理 6.5.21 以 上 定理 中 的 pv 满足 (a^i) ^v) = vp = (Uk ^p)(v^lx). 

证 利用 文献 [14] 定理 6.5 证 明 ulung) = u(l ^p) 过 程 的 对 偶 形式 可 证 得 相 
对 应 的 可 结合 性 : (VAL K)v = (Aug ^Av)v. 因此 (u ^l k)(1 e ^v)v = (uv Alx)v = 0. 
由 于 (7 ATIK)Tza = T'(ük Avj, HPT’: KAKAK 一 KAKAK 使 得 
T' (21 Ata A23) = z3^z1^2z2, 因此 (T)? (vAlg)T vo = (T'P(1g ^v)vo = (1g AV) i, 
WT (Lc ^ iT (v ^ Lic)Tva = 0. 但 是 可 看 出 (lk AT)(T)2(T ^ 1c) = TKAKAK， 
因此 有 (Le ^u (TY (v ^ 1k) = (1x ApT)(T’)? (Tv ^ 1k) = (1 An) A 1x), 从 而 
得 出 (1i AWVALK)T2=0OWR (AY AV Alg) = (lk Auv ^ 1k)Tvo + 
(1g Ap)vAlKvA = 0. 

同 理 (u^ 1x)(1k ^v)va = 0. 因此 ,将 (LIg 和 AAALK) RAE (a ^ 1i)(1 ^v) 
合成 于 等 式 (6.5.17) 可 得 出 引 理 的 结果 . 证 毕 . 

定理 6.5.22( 文 献 [14] p.424) 设 p> 5, do = iój' € [2-r9-2 天 天] H 

Mod, = (f €e[Z* K, K] | (f Alx) = fu} 
Der, = (f € [E*K, K] | uf ^ 1k) + n1 ^ f) = fu) 
则 存在 直 和 分 解 
[Z* K, K] = Mod, ® Der, P Mod, ôo 
FF AA iI’ € Der 444. 

证 首先 利用 j 的 可 结合 性 证 明 Gu) : [X"K,K] > mK 导出 同 构 (70) : 
Mod, > mK. 对 任意 f € Mod, 使 得 (2)*(f) =0, 则 了 = fuli nir) = 4(fiiA 
lg) = 0, (i/4)* : Mod, 一 mK ÄH. 男 一 方面 , 对 g € mK, Gi)" (u(g Alx)) = 
p(gAlk)ii= wk ^i'i)g = 9 而 且 p(pAlk)(9g9AlkAlk)= 4(lkAW(gAlkgAlk) = 
u(g A 1x)u, Bl u(g 人 1x) € Mod 从 而 (74)* : Mod, > mK 是 同 构 , 进而 得 出 
[Z* K, K] = Mod, € ker(ii)*. 显然 Mod,óo C ker(ii)', 另外 任意 f € Der Mod, 
JA f = 0, 即 Der, N Mod, = 0, 从 而 Der, C ker(i)". 如 果 f € Der,, W 
B(f ^lk)v t u(Ak ^ f)v = fuv — 0, HJ u(f ^lk)v = eT (fAlk)y = n(1k ^f)Tv = 


Hlk ^ f)v, AM wf ^lg)v = 0. 这 可 导出 Der, n Mod,óo = 0. 下 面 我 们 定义 同 态 

D : Trqt24nK ^ K — [=*K, K], 

D' : [V*K, K] > Trg424k K AK 
H D(g) = Gj'u ^lk)(g^lx),D'(h) = (1k ^ h)vi'i. 因此 , 由 引 理 6.5.21, D'D(g) = 
D'(Gij M ^lk)(uk ^g)) = (Vk ^jj'N ^ 3«)(1k Alk ^g)vi'à = g, DD'(h) = D((1x ^ 
h)vii) = (jj'b ^A 1«)(lx ^ (1x ^ h)vi'i) = h, Bl DD' = 1,D'D = 1, D,D' ZEX 
的 两 个 同 构 (实际 上 这 是 [5] 第 14 章 中 的 Spanier WB). XT f € ker(?i)", 
存在 9 € nrt K AK 使 得 f = D(g) = Gi’ ^ 1k)üux ^ P$ ^lk)u c ig^ 
vp T lk ^v(jj' ^lk)(xk ^g) 使 得 第 一 项 为 零 , 第 三 项 等 于 ug: jj € Mod.do. 
我 们 推断 第 二 项 必定 属于 Ders, 这 是 因为 当 h € Ders, M D'(h) = (lk AP)Vi = 
(ii ^ 1i) + vapa t v(33' ATK) GLK ^ h)vi'i = vope(1K ^ h)vi'i. 这 也 就 是 说 , 由 
KAK=KVULAKV™U'K 所 导出 的 直 和 分 解 

T,K ^K —mn,K Qn, 1L ^K Om. ,q-3K 
在 同 构 D 之 下 变 成 本 定理 所 要 得 的 直 和 分 解 : 
[Z* K, K| = Mod,60 @ Der, ® Mod, 

最 后 , 由 定理 6.5.16, 6.5.18 , 6.5.19, 


p (03! AT1K) 十 AGEK ^ij) 2 mkGQ' Alk) + ule AV)1k ^j") 
= (j” 入 1K)H2 + mkT(1k AJ’) 
= (j" ^1x)ua - mk (j' ^lk)T 
= (j" ^lxk)[ua + u2T] 
= (j" Alk)Ap — i'j'u 


从 而 有 ij’ € Ders. 证 毕 . 

定理 6.5.23 (08 [14] p.424) Mod, 是 [E* K, K] 的 交换 子 环 , [Der, Mod,] C 
Mod, EDU EAE BUCO f € Mod,, 有 6'f? = f?6', 其 中 [ , | 表示 换 位 子 . 

证 XIF f,g € Mod, f -g = fgu(i i nlr) = fu(gi'i ^1k) = fuT(gii ^1k) = 
fu(lk ^ gii) = u(f ^ 1x)(1x ^ gi'i) = (—1)098/9989 u(1y ^ g)(f ^ 1x)(lk ^ i'i) = 
(1)deef -dogggu(f A 1g)(l ^ ii) = (-1)degfdegggj 对 于 f € Mod, h € Der, 
p(hf ^lk) = hu(f ^lk)— we ^ h)(f ^ 1x) = hfe — ulk ^ h)(f ^ 1x), 而 
u(fh ^lk)- fu(hAlx) = fhu- fuller Ah) = fhu- ulf ^ 1«)(1k Ah), 因此 
有 hf 一 (—1)de£f de&^ fh € Mod,, 得 出 [Der,, Mod,] C Mod,. 最 后 , AT ó —dj € 
Der,, 6’ f— fó' € Mod AMA FE-S) = (9 f—f9) f. E f?—f^5 = 2f (6 f — fo"). 
利用 归纳 法 可 得 0 f^ SEF = k f" 1 (0 f — f0"), ATTA Of? — fre’ = 0. 证 毕 . 

定理 6.5.24( 文 献 [6] 命题 3.17)  Der,ó' C Mod.óo H. d(Der.) C Mod,, Der. N 
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(kerd) C Mod,.6’. 
证 Xf Pg € Der,, A gii = 0, AM gi! =n- j, & n € m. K. n 可 扩张 为 
7 = u(n ^ 1x) € Mod, (84% i'i = n, 因此 gij’ = miéijj € Mod.do. 53 —77 IRI, 
7 = pni ijj ^lk)v = plgi j ^1k)v = wk ^ gt j')v 
= p(l ^ g)(it ^ luk ^ 3')v 
+u(lg ^g)vaus(lk AÑ j Y + u(1« ^ g)v(3 ^lk)k ^Vj)v 

= u(1k ^g)voauz(1k ^i'j)v 第 1,3 RAS 

= —u(1k ^ g)vauaT (1k ^i'j)v — Bi pT = -p + Ap 

= —u(1x ^ g)voua(? j NKW HTv-2v 

= —u(1xk ^g)va(i" Alg) 由 uai Alg) — i" j^lk 

= —p(1x ^ g)(i' ^ 1k)mk = —u(i' ^ 1«)(1M ^ g)mxk = —d(Q), 
因此 有 d(g) € Mod,. 更 进一步 , WR d(g) = 0, 则 gi’ = mij = —d(g)iij = 0, 从 而 
4 g—93,XT g E [E*M, K]. 由 于 góo = gi'ijj' = 0, 因此 

0 = (lk ^ góo)v = wk ^ g)v(3' ^1x)(1k ^óo)v 
+u(lk ^g)vouas(1k ^óo)v + ulle ^ g)(?7 6$ ^ li)u(1k ^ óo)v 

= (lg ^ g)vauz(1k ^9o)v +g 

= u(1x ^g)vauaT (ðo ^ ly)v +g HTv-v 

= —p(1x ^ g)vaua(&o ^ 1i)v + w(K ^ g)v2Ap(do ^ 1)v +g 

—-g- u(lk ^g)vaA 由 pa(60 ^ 1k) = (15 ^ 1c) (433 ^ 1c) = 0 

= g — u(g ^lk)vaA H uT = u, Ti = -2 + v^ 

-g-u(^lx)»A 由 g=97 

=g— u(gi ^ 1k)(j" ^1x)A =g — ugi ^ 1k)! 

从 而 有 9 = ulgi ^ 1«)ó' € Mod,ó'. WEH. 

定理 6.5.25( 文 献 [6] 命题 3.19) (1) 对 于 g € Mod, 使 得 gd’ = 0 (相应 的 
6'g = 0), 则 存在 某 个 ne Mod, 使 得 9 = no^ i A 1x) (相应 的 g= (jo t A 1x)n). 

(2) 对 于 7 € Mod,, n(ja"i 信 1k) = 0 当量 仅 当 n= d(u), 某 个 u € Dery. 

证 (1) 由 定理 6.5.18(2), góo(j" ^ 1) = giijj'(j” Alr) = gó A = 0, Wi góo = 
nd, X^ 9 e D*K,K], 其 中 记 ó = (jo'i Alg) € Mod,. 由 定理 6.5.22, 7 = 
m -- 12 +1350, 某 个 m, ns € Mod m € Ders. 因此 góo = mo + nzb + n3óo6, 从 而 
g = u(góo ^ 1 «)v = wm ^ 1&)v + M(n360 ^ 1 «)v = ulno ^ 1«)v = 939, 得 出 
所 要 的 结果 , 其 中 和 式 的 第 一 项 由 于 m29 = [m2,9] + one € Mod, © Der, MAS. +8 
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应 地 , 如 果 5'g = 0, A gd’ = gd! — (—1)9°896'g € Mod, M Mod,’ C Mod, N Der, = 0, 
从 而 g = nó = on, X n € Mody. 

(2) FH (6.5.12), d(u)(Ga"iAlx)mx = mx (lm ^uymk (ja à Aly )mg = mk(1y ^ 
u)(o*t A lk) = mk(o* ^ 1x)(1y Au) = 0, 从 而 d(u)(jo'i ^ lx) = d(u)(jofi ^ 
1g)mk(6^lk)-— 0. RZ, WR n(jo inlr) = 0, W qi'ijo' à = n(jo i ^1 )i'i — 0, 
从 而 niija =w- j, XB wes.K. w WP IER w € Mod,, (#78 wii = w, 从 而 
ji'ijo" = wi'ij,wi'ijj —0,w = u(wiijj' Aly)v =0. AEH n'ija = 0, iij = vil, 
A ve[x*K,K]. 因此 得 出 7 = ulno ^ 1«)v = ulud ^ 1e)v = —d(v2), EP v 
Jy v 在 Der, 中 的 分 基 , 而 ulud ^ 1&)v = —d(v3) 已 在 定理 6.5.24 中 证 明 . 证 毕 . 

命题 6.5.26 1p 25,V,V' 任意 谱 , 则 存在 以 下 直 和 分 解 


[E*V A M,V' ^ K] = (kerd)(1y Ai’) ® (ker d)(1y A i'i5) 


其 中 (kerd) = (kerd) N [E*V A K, V'A K] 

证 对 任意 f e[E*VAM, VAK], flv ^i) = Iv ^ ullg Ati) f(v Ai) = 
(ly Ap) flv At) ^1«)(ly ^ ?i), RP p: KAK  K Er K 的 乘法 使 满足 
(tinig) = 1k = pK Aii). AU, f = (lv ^u)(f (1v Ai) Al vA) fa(1v Aj) = 
Gv ^ n) (1v ^i) ^A1&)(1v ^i) + (1v« Ap)(farlx)v Atij) 从 而 结论 得 出 , 这 是 
因为 dfo 人 lk) = fa^d(1x) =0, dlv Ap) =1y: Ad(p) = 0 (参见 定理 6.5.19(G)). 
证 毕 . 
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第 7 章 广义 Adams 谱 序列 


7.1 上 代数 和 上 模 


定义 7.1.1 B K EERS (coalgebra)C 是 分 次 K 模 C 连同 分 次 K 模 映 
照 :C 一 C8@C 和 e:C 一 KK 使 以 下 图 形 可 换 : 


cec&Kec ceci®c@k C #, cec 
PN /全 yn LA vi Ly@l 
C C cgc 9" cecec 


其 中 水 称 为 上 乘法 , e 称 为 上 单位 . 最 右边 的 图 形 表 示 v 是 可 结合 的 上 乘法 . np 
上 代数 是 代数 的 一 种 对 偶 . 

例 7.1.2 Hopf 代数 是 具有 乘法 o 和 单位 m 的 代数 , 又 是 具有 上 乘法 y ME 
单位 e 的 上 代数 . 

定义 7.1.3 设 C 为 域 K 上 的 上 代数 ,分 次 KK ESL OK C- 上 模 若 存在 分 次 
K 模 映 照 vr:L—5 C @ 工 使 以 下 图 形 可 换 : 


KeL&ceL CeCceL *9! CQL 
S&S OA 4L T1@ yz T Vr 
L COL ML L 


其 中 vL 称 为 上 模 作 用 . vc 为 C 的 上 乘法 ,e AC 的 上 单位 . 

设 互 为 可 交换 环 谱 ( 见 命题 3.4.7), 即 有 乘法 u EE 人 EE 一 和 单位 S° E 
使 得 ur = mult Alp) = lg. 注意 到 E (E) = [E*9, E A E] = m, (E ^ E), 因此 
E, (E) 可 给 予 左 E. (S9) 模 和 右 E, (59) 模 结构 如 下 ， 

T, (E) @1,(E ^ E) > m, (E A EA E) Y m, (EA E) 


T(E AE) O mE) > rm(EAEAE) Ane T(E ^E) 


因此 E.(E) 是 E,(S°) 双 模 (bimodule)， 这 两 个 模 作用 一 般 的 不 相等 . 以 下 关于 
E,(E) 是 Hopf 代数 的 概念 要 注意 区 别 这 两 种 模 结构 . 

定理 7.1.4( 文 献 [1] 定理 17.8) i E HRANE E, (E) = C 作为 E,(5") = 
及 模 是 平坦 的 ( 见 定 义 4.1.7), 则 C BAAIRE $:C8C 一 C MAAR nt, nr: RR 一 
C, 具有 上 乘法 wp:C 一 CS C 和 上 单位 eC  R fj Hopf 代数 , 而且 对 任意 谱 X, 
E,(X) Æ C 上 模 , C 上 模 作 用 Vx: E.(X) >C 8r E(X). Ab, $, nr, nn, e W 
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(1) 对 和 ER,xzeC 有 
Az = $(nL(A) 8 x), zÀ = ó(x & nn(^)) 
(2) 存在 典 则 反 自 同 构 cCCfBicr-ng),.e-ceHc-1. 
(3) enr = 1 = enn. 
(4) vg(1) 218 1, AMA VENLA) = nz (4) @ 1. 
证 6 C@C 一 C 定义 为 
E,(E) ® E,(E) > E,(E ^ E) “> E,(E) 
而 nr, NR, € 和 c 定义 为 
qu: T(E) S (E ^ S°) “8 a, (E ^ E) 
NRE M(E) Sm, (SLAE) GAL. T(E ^E) 
€ T,(EAE) £> 2,(E) 
c (EAE) > 1,(E ^ E) 
AUBREAEOERAEESRBUM. 对 任意 谱 X, 由 于 E.(E) 作为 右 E.(S?) 模 是 
平坦 的 , 则 


mim,(E ^ E) G4, (5 (EA X) > (EAEAEAX) S" s, (EAEAX) 


是 一 个 同 构 (参见 文献 [1]13.75), 因此 令 wx 为 以 下 合成 


(1AzA1)， m 


T(E AX) 2m (ENS°AX)* — m(ENENX)2=C@m,(EAX) 


& X — E, 则 得 出 vg. 我 们 省 略 以 下 的 验证 过 程 . 证 毕 . 
定义 7.1.5 X C NK EB ERG M,N AC LR, + 
e Xo X15 Xo— M—- 0 
为 M 的 投射 分 解 ( 即 X; 是 投射 的 C ER, 关于 投射 的 上 模 的 定义 完全 类 似 于 投 
射 模 ), 定义 
Ext® (M, N) = H*(Hom5(X,, N)) 
H Ext 不 依赖 于 M 的 投射 分 解 的 选择 . 

注 B E = KZ, 为 EM i M KZ,.KZ, = A*, modp Steenrod 代数 A 
的 对 偶 . Ae X,Y, Zp 同调 群 H.(X), H.(Y)  A*- 上 模 , 从 而 可 作出 
Exts (H, X), H.(Y)). 特别 地 当 X =Y = S9, 则 它 变 成 为 

Ext). (Zp, Zp) 
这 个 双 分 次 Zp MEZEM Steenrod 代数 A 的 上 同调 H9*(A) = Ext’ (Zp, Zp) 是 
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同 构 的 . Zr E = BP, 则 
Ext?» gp(BP.(X), BP.(Y)) 

将 是 本 章 7.2 节 中 广义 Adams 谱 序 列 的 E. 项 . 

定义 7.1.6 i C 为 上 代数 , 具有 上 乘法 v:C — C9 C, m V 为 K S Wi 
CSx V 可 给 予 如 下 的 C 上 模 结 构 

Cex VS (Cex C)@xV 2C Gk (C &x V) 

MC Ox V 为 扩充 上 模 ( 试 同 定义 4.1.6 比较 ). 

和 定理 4.1.8 类 似 , 我 们 有 以 下 关于 环 的 改变 的 命题 . 

命题 7.1.7 SHER K V AC LRM, FARA O:Home(M,C@xV) = 
Hom% (M, V) (t € Z), 因此 有 同 构 

Ext® (M,C @x V) & Ext (M,V) 

证 SM O,w 可 与 定理 4.1.8(a) 中 有 类 似 的 构造 . 证 明 留 给 读者 . 

在 一 些 特殊 情况 , Exte/(M, N) 可 用 另 一 方式 计算 , 这 将 在 7.2 节 广 义 Adams 
谱 序 列 中 用 到 |. 

命题 7.1.8 设 M C 上 模 使 作为 K 模 是 投射 的 , 则 Ext (M, N) 可 构造 如 
F. & 

0O-N-—C®@KY-C@eKVi-::: 
为 C 上 模 恰 当 序 列 (Vi X K 模 ), 则 
Ext2 (M,N) € Hs(Homt (M,C 8x V-)) s20,teZ 


证 见 [1] p.463. 
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广义 Adams 谱 序 列 
Ey" = Ext? (m (E(X), E(Y)) > DX; Y]. 

首先 由 Novikov[2] Xt E —Thom i£ MU 得 出 . 下 面 我 们 对 一 般 的 环 谱 忆 和 大 = 8° 
加 以 叙述 并 证 明 . 

定理 7.2.1 (文献 [1] 定理 19.9) db EXER E.E)TEE.(S?) 上 是 平坦 的 ， 
则 对 任意 谱 Y, 存在 自然 谱 序列 {EF dit} 使 

(1) Eg" = Ext (E (S9), E. (Y)). 

(2) det: Ept > Ept- r, s, t). 

(3) 4r>s+1A@ BY, CEH N Est = Et, 并 存在 滤 子 


r>s+1 
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na(¥) = [E^S9, Y] = FO" 5 pln 5... 5 pants > 
(4) 有 单 同 态 0 一 Fst/Fstl,ttl > Et, 且 边 同 态 n5 (Y) EN En EN Ey” — 
Hom% g( E.S9, E.Y) 为 Hurewicz 同 态 . 
证 S Yo —Y, fo:Yo > E ^Yo 定义 为 


Yo S AYy 25 EAYs 


^ Yo 5 EAV 一 为 上 纤维 序列 .车 Yn 已 作出 , 取 上 纤维 序列 Y, 2 BAY, 一 
Yn41 来 作出 Yn41- 因此 有 Adams 分 解 


2 hY 
L fn | fe lfi | fo 
X7"EAY, XCEAY, X !EAY EAY 
使 EP Y, 2> DY, I DE AY, 为 上 纤维 序列 . 因为 以 下 图 形 可 换 ; 
T(E A Yn) — m, (E ^ Ya) 
=| N Jn 1 (AL) 
m(EAS AY, UM^P* L(EAEAY,) 


因此 fn 是 单 同 态 , 从 而 由 上 纤维 序列 导出 的 广义 同调 恰当 序列 
c EQ) Hs EQ(E ^ Yn) > Eq(¥n+1) > Eg-1(Yn) = 
化 成 为 短 恰当 序列 (n > 0) 
0 > Eq(¥n) > Eq(E A Yn) ^ BalYnt1) > 0 
合 起 来 有 长 恰当 序列 
0 E,(Y) ^ E.(E^Yo) > E-(E^Yi) >+ 


HELE A Yn) € E (E) 9g, (so) Es (Yna) (A [1113.75) 是 扩充 E.(E)- 上 模 , 由 命题 
7.1.8 


Extz' p(E.S°, E,Y) = H*Hom5, g(E.S?, Ex(E ^Y.)) 
另外 , 由 上 纤维 序列 导出 的 同 伦 群 恰当 序列 
on) 22 m(E A Yo) 72 m (Yop) 85 m a(Y) > + 
得 出 恰当 侦 
Dron) ces Dorel) 


Sha N Z Ef. 
So m(E ^ Y,) 
ERU 


Lgs AK (71, 71), X fox 有 次 数 (0,0), X hs 有 次 数 (1,0), 因此 类 似 于 第 四 章 
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定理 4.3.3, 有 谱 序列 (Ee, de!) 满足 (2)~(4), 其 中 PS = (mim(Y;) > m_9(Y)}, 
我 们 只 要 证 明 (1). 
以 上 谱 序 列 的 A Er' = m(E ^Y.) 而 微分 算 子 d1": BY” 一 页 A 
di! = fetishes. EH A Hurewicz AS, WA TRA 
mEAY,) — > Hom, »(E.S°, E,(EAY,)) 


hs. | | 
m(Yert) | — Homi g(E.S9, E, Yi) 
Fotis { l 


m(E^Y,i1) — Homp,p(E.S°, E, (E ^ Ys+1)) 
因为 对 任意 谱 Z 有 以 下 可 换 图 形 : 
ni(EAZ) =, Hom; so(E,S9, E,Z) 
| H =| yp 


Hom(1,m,) 
Homg g(E.S?,E,(E^Z)) ‘~ Homy. g(E.S?,E.(E) Gg, so E.Z) 


其 中 上 横行 显然 是 同 构 , 右 纵 行 由 环 的 改变 定理 (命题 7.1.7) 是 同 构 . 由 m 平坦 同 
构 得 出 下 横行 同 构 , 因此 A 为 同 构 , 从 而 有 


st 
E» 


ker dj /im di^ = H?(Homi, p(Ex S°, E.(E ^Y)) 
Extz. (E. S^, E,Y) 


谱 序 列 自然 性 的 证 明 留 给 读者 . 证 毕 . 
命题 7.2.2 BIB EBERT :5? E K qso tx: T(S.)  n(E) 
而 当 q = 1 是 满 的 , HY 为 连通 谱 , 则 广义 Adams 谱 序 列 收敛 于 c. (Y): By” = 
Rt-s(Y). 
证 D Y 是 连通 谱 , 因此 (Y)-0(r«N) 我 们 先 证 明 (Yh) = 0 (r < 
N 十 2n). X4 n — 0 是 正确 的 . 归纳 假设 m, (Yn) = 0 (r < NN 十 2n) Er, 则 有 恰当 
序列 
T2n+N+1(Yn) Ae Ton N41(E ^ Yn) > Ton¢ngi(Yn41) 
— Ton (Ya) n T2n4-N (E ^ Yn) > Ton4N (Ynt1) 
因为 Hurewicz 同 态 (UA 1): (Yn) > mq(E A Yn) = Eq(Ya) 24 q <S N+ 2n 为 同 构 ， 
3 gq—N--2n- 1B, 因此 nona (Yaai) = Tonan (Yne) = 0. 完成 了 归纳 法 . A 
此 mt+s(Ys) 2034 s >t- N, fi? t HEA 
(| Ferre = (1 im [ms (Ys) > m(Y)] = 0 


s20 3 之 


谱 序 列 收敛 . WESS. 
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注 命题 7.2.2 h E ae Pe 


0, 当 g<0 
T(E) = Z, 4q=0 
ZK Za, 4q=1 


304 E = MU, MSp 时 是 成 立 的 . 另外 , 根据 第 六 章 推论 6.3.13 后 面 的 注 , MU p 局 
部 化 是 若干 个 BP 谱 p 局 部 化 的 一 点 和 , 因此 有 广义 Adams 谱 序列 
Eg = Ext, pp(BP.(S°), BP.(Y)) 一 ms(Y)z 


这 个 谱 序列 也 是 计算 球面 稳定 同 伦 群 m (S) 的 重要 工具 


7.3 广义 Adams 谱 序 列 中 的 边缘 同 态 


W > X oY 一 ,EW 为 有 限 谱 的 上 纤维 序列 使 导出 同 态 hs = 0: BP,(Y) 
> BP,(XW), 因此 有 短 恰当 序列 
(7.3.1) 0— BP,(W) 5 BP.(X)— BP.(Y)—0 
而 (7.3.1) 导出 的 Ext 长 恰当 序列 有 边缘 同 态 


ô: Ext, pp(BP.(K), BP.(Y)) > Ext; gp( BP. K, BP.Y) 


其 中 天 为 任意 谱 . Bruner) 证 明了 
定理 7.3.2 6 和 广义 Adams 谱 序列 中 的 微分 算 子 可 交换 , FFA 6 收敛 到 同 态 
h,: [K, Y] 一 [K, £W] 
在 证 明定 理 7.3.2 之 前 , 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 7.3.3 以 上 的 映射 kY 一 BW Fih Y Al UW 的 Adams 分 解 之 间 的 映 
射 D, 但 是 其 滤 子 有 一 个 移动 
e My, X Yo Y 
/ D / D / D |h 
n> EW > X3W,— W> EW 
证 注意 到 广义 Adams 分 解 中 
EY > Yi > Y; ABP 
是 上 纤维 序列 . 设 h, = 0: BP.(Y) > BP,(EW), Alt Y — XW > EW ABP € 
te, 从 而 h 有 提升 D:Y 一 Wi, 剩 下 的 的 存在 就 像 第 四 章 命题 4.3.8 中 经 典 的 
Adams 谱 序 列 目 然 性 的 证 明 一 样 . 证 毕 . 
W E**(K,Y) 为 广义 Adams HPI E. 项 , 收敛 到 [K, Y]., 其 滤 子 
F*[K, Y] = (im: [K,Y,] > [K, Y]) 
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而 ES*- Fs/FSÜ, 

引 理 7.3.3 中 的 映射 D 导出 两 个 恰当 偶 之 间 的 映射 , 从 而 导出 广义 Adams iif 

序列 之 间 的 映射 

D,: E&*(K,Y) 一 Estht(K, W) 
由 引 理 7.3.3, h,F*[K,Y] C FHK, W] , 因此 也 导出 同 态 hy: Bst(K,Y) 一 Esthet 
(K,W), 这 恰好 是 Doo, 因此 定理 7.3.2 的 证 明 归结 为 以 下 命题 的 证 明 . 

命题 7.3.4 Da = 5 而 且 和 谱 序 列 的 微分 算 子 可 交换 . 

证 由 同调 代数 的 知识 , Ext 群 的 每 个 元 素 可 看 作 恰 当 序列 的 等 价 类 ,而 边缘 
同 态 5 将 恰当 序列 > 变 成 恰当 序列 gz, 其 中 6z 是 恰当 序列 xz 和 短 恰当 序列 (7.3.1) 
的 Yoneda 合成 . 

另 一 方面 ， Da:Ext3p gp(BP.K, BPY) 一 Ext8p'Bp(BP.K, BP.W) 是 由 同 
aS De: BP.Y > BPW, 所 导出 . 因为 如 果 将 Ext 群 元 素 的 以 下 两 种 定义 

(1) dy 上 循环 modd, 上 边缘 ; 

(2) 恰当 序列 的 等 价 类 
等 同 起 来 , 则 以 下 可 换 图 形 说 明了 以 上 事实 : 

0— BP,Y > BP,(Y ^ BP) > BP,(Yi A BP) .-- 
| D. | Ds | D, 
02 BP.W 5 BP,(W A BP) BP,W, S BP,(Wi ^ BP) BP,(W2 ^ BP)—--- 
Z N 
0 0 


因此 要 证 明 Ds = 6, 只 要 证 明 存 在 以 下 可 换 图 形 
0 一 BP,W 一 BPX 一 BPY — 0 
| | | Dy 
0 一 PP — BP,(W ABP) — BPW, 一 0 


而 这 直接 由 以 下 由 D 导出 的 上 纤维 序列 的 同 伦 可 换 图 形 


W> X= Y sw 


| l | D | 
W- WABP- W,— LW 


得 出 .Da = 6 和 微分 算 子 可 换 的 证 明 留 给 该 者 . 证 毕 . 
下 面 叙 述 Johnson 等 |) 定理 1.7 得 出 的 关于 边缘 同 态 5 的 一 个 重要 性 质 . 
定理 7.3.5 W > X 2 Y > XW 为 有 限 谱 上 纤维 序列 如 上 所 述 . Ez € 
Ext. pp(BP., BP.Y) 在 广义 Adams 谱 序 列 中 留存 (survive) 到 x € v (Y), W 
óz € ExtSp'pp(BP,., BP.W) 留存 到 hax € mi_s_1(W)y. 
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证 对 s 作 归纳 . 24 8 =0, 2 € Extgp pp(BP ,BPY) 留存 到 x € m(Y)p, Bj 
o3 Di(x) = hax z 0, AIR Di (x) = m(x) 4 zx € Te (SW ABP), 这 将 有 & D(x) 
代表 的 上 同调 类 为 零 , 即 óZ = 0 € ExtBp, pp(BP., BP.W), 矛盾 . 因此 55 留存 到 
hs(z) € T+-1(W )p. 

没 s > 0. 由 假设 , @ ze 7m,(Y,) (k =t—s) 


e.. — D SY; Ps, X-9tly, | — ees Be, oly, Pu, 
Di | D,| D;| 
e DSW Ast} yin, 23... 8, DIW, 


| T]s N lés é | 
2 S Wei A BP stip, ^ BP >We ^ BP 


使 (1 Bo---B,(z) = x, 由 目 然 性 hz = 0102-05 41Dsai(2). Ab, 下 图 中 4 = 1, 
图 形 显然 可 换 : 


—e— Cs 十 2 _ Cs 十 1 一 
eec ETIW = EW, = DHW, 


Tast3 NA Tas¢2 NA Tosa 
EDEN Cs 十 3 —e— Cs 十 2 — 
.. s-2W, 3 3 Hs Iw, 一 3, Wai 


且 易 证 (0541). = 0: BP, (2° We41) A BP.(7**W,), ERA HR AJY 
0 BP,(X 3 W,)o BBP,(3 *HW,A BP) “> BP,(X5W,) 0 


其 中 n 有 次 数 -1. 它 导 出 的 Ext 长 恰当 序列 的 边缘 同 态 为 
5’: Ext?*(BP,, BP,(X-W,) — Extib""((BB,BP,X-*W,) 
| | 
1:Ext®t!*+*(BP..BP.W) — Extstlhst+k(BP,,BP.W) 
由 引 理 7.3.3 可 知 , ó' 由 A = 1 导出 , 因此 6’ 实际 上 是 恒 等 . 由 67 关 0 可 得 Ds+1(z) * 
0, Hl óz € Ext" (BP, BP.(5-*W.41)) 留存 到 Ds41(z) 40, 因此 由 以 上 关于 s = 
0 已 证 的 结论 ， ó'óz = ót 留存 到 o.D;a(z) £0. 如 此 归纳 下 去 ,67 留存 到 
03 +++ 50441 Di(z) = hex #0. WEH. 
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第 8 章 球面 稳定 同 伦 群 研究 概况 


设 S" 为 n 维 球 面 , 第 3 章 例 3.1.1 中 已 指出 , 4n>r4+l1, 744, (S7) 叫做 球面 
的 7 ERES. 用 球 谱 SO 来 描述 , m (S°) 就 是 上 述 > 柄 球面 同 伦 群 . 文献 中 常 
简 记 为 n2. J.P. Serre 已 证 明 rs (r > 0) 是 有 限 群 , 因此 它 的 p 局 部 化 n. (S9), = pr? 
就 是 它 的 p 分 量 群 (p-primary). 

T(S.) 的 计算 是 代数 拓扑 学 的 中 心 问题 之 一 , 也 是 一 个 很 困难 的 问题 . 经 典 
的 Adams 谱 序 列 ( 见 第 4 章 ) 

E?! = Ext! (Z,, Zp) 全 Ts(50)， 
和 广义 Adams 谱 序 列 ( 见 第 7 章 ) 
E?" = Ext3p gp( BP., BP.) > mT_s(S°)p 

是 1. (S°)p) 的 主要 计算 工具 . 本 章 将 以 综合 报告 的 形式 叙述 近代 (1990 年 前 ) 关于 
用 Adams 谱 序 列 计算 7.(S°)p 的 部 分 结果 . 由 于 编者 所 知道 的 范围 以 及 篇 幅 所 限 ， 
这 里 的 叙述 不 是 全 面 的 . 


8.1 关于 BP 的 一 些 结论 


6.3 节 中 引进 了 Brown-Peterson 谱 BP 使 H*(BP) & A/(Qo), 而 7.(BP) = 
Zivi, vo, ---], 其 中 |v;| = 2(p* — 1). 

下 面 我 们 总 是 用 BP 表示 BP 的 p 局 部 化 , 因此 

BP, = BP,(S°) = mr(BP) = Zp [vi vo, ] 

而 且 对 任意 谱 XX, 广义 同调 群 BP.(X) 在 BP, 8 BP,(X) 一 BP,(S° AX) & BP.X 
模 作 用 之 下 是 BP, 模 . 因为 BP 是 环 谱 , 由 第 7 章 定理 7.1.5, BP.BP 是 Hopf 代 
数 , 而 且 BP.X 是 BP,BP 上 模 . 

首先 , BP, BP 可 用 Atiyah-Hirzebruch 谱 序 列 

ES” = H,(BP,7™(BP)) > BP.4:(BP) 

来 计算 . 因为 这 时 A-H 谱 序 列 是 重合 的 , 因此 


BP, BP = H,(BP,7,(BP)) 
= BP, ® Zp) (ti, ta,°° -| 
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= BP, fti, te,---] 


其 中 t 由 Hpi- (BP) 而 来 (Steerod 代数 的 对 偶 A* = Elto,71,---] 8 Pié, 
£2,:-], 而 H.(BP) S Zp) (fi, 6, -], Alb t; BAY & 相对 应 的 生成 元 ). 
Quillen1] 用 形式 群 律 引 进 谱 BP, 可 以 较 容易 地 确定 BP.BP 的 Hopf 代数 构 
造 .[1] 得 出 
H,(BP) = Zp [mi ma, - -] 
其 中 |mi| = 2(p’ — 1), Æ Hurewicz 同 态 下 7.(BP) = Zip [vi v2, e] BRA H.(BP) 
有 以 下 关系 : 


n—1l 


_ p! 
Un = pma 一 ) vb mi 
i=1 


而 C= BP,BP HERE v: C —^ C Gap, C 为 
Y^ mí) = Y mi? et” 


左 和 右 单 位 nL, nr: BP. C 为 
T]L Un = Un 
VRMNy = `S mit; 
i4 j—n 


其 中 mo = to = 1. 上 单位 e 和 和 典 则 反 自 同 构 cH 
EUn = Un, Etn =0 


i i+) 
4P p 
) mit; (ct) = Mn 
?十 7 十 天 一 全 


定义 8.1.1 理想 TC BP, 称 为 不 变 理想 当 且 仅 当 I: BP.BP = BP.BP.L. 

TR a € BP, HA mod I HEH, MR 
nra=nra mod I-BP,BP 
Landeweber'?! 证 明了 不 变 的 素 理想 只 有 
In = (p, V1, V2,°**, Un—1) (1 € n € oo) 

BUB] p,v1,v2,… ,vn-1 生成 的 理想 (规定 vo = p) 其 他 重要 的 不 变 理 想 有 (p, 
vi, 0) 4), 适当 的 j, 等 等 . 

下 面 设 p> 2. 若 m> 0, s 之 1, 则 wi? Æ mod (p+!) 不 变 的 , 因此 以 下 同 态 

v? : BP, > BP,/(p^*!) 
将 1 € BP, Bua vf?” € (mod (p^*')) BP, BP TS2Eff I] ds, BL vj". eExtp P? 
(BP,, BP,/(p"*")). 注意 到 以 下 短 恰 当 序 列 
0 BP, 5 BP, > BP,/(p"*!) — 0 
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导出 的 Ext 长 恰当 序列 (C = BP.BP) 有 边缘 同 态 
ô: Ext®'(BP,, BP, /(p"+!)) 一 Ext" (BP,, BP.) 
4 
Qspn /n+1 = Sus?” € Ext (BP, BP.) 
Novikov[3] 和 Miller 4% [4 得 出 了 Exte*(BP,, BP.) 的 全 部 生成 元 如 下 . 
定理 8.1.2(Novikov'l XN Miller 等 向 2:38 2.2) (a) '4 p> 2, Exta*(BP., BP.) 
由 Ogpn /n41(T? Z 0, p 不 整除 s, s > 1) 所 生成 , 而 Qspn /n+1 的 阶 数 为 p+. 
(b) 对 m,n>0 和 s,t>1 DEDE R. 
Aspm /m-1 ` O'tpn /n41 = O 
特别 地 , 当 n = 0, 记 Qspr/n+1 = Aspr/1 = Aspr- 
现在 转 到 Miller 4 [4] 得 出 的 Extz" (BP,,BP,) 的 结果 . 设 ao = 1, an = 
p” +p”! — 1 (n 21), In € v; BP, 定义 为 
To 一 vo 
zı = th — vv ‘v3 
wp = ah — vp jp fU lap ep 9 
Zn = xb _1 一 Quon P +1 (n > 3) 
Hp bn = (p+ 1(p^! —1) (n> 1). 44652 1, pj <an- HJ & p^ 24 s — 1, Wi 
(p^, vj) 是 不 变 理想 , 而 2; € Ext" (BP., BP./ (p, vj)). & 
Bspn 4441 = 00" xS € Exte*(BP,, BP.) 
其 中 ^, o" 分 别 为 以 下 短 恰 当 序列 
E':0 > BP, 5 BP,- — BP, /(p't!) 一 0 
E":0 > BP,/(p'*!) — BP, /(p't") > BP. /(p'*1, vi) > 0 
的 边缘 同 态 , 则 有 如 下 定理 
定理 8.1.3 (Milnor 等 向 定理 2.6) 4 p> 2, ene er BP.) 是 由 Bep»/j,i41 
生成 的 循环 群 的 直 和 , 其 中 n 20, p 不 整除 s > 1 751,120 HWE 
(1) j € p" 34 s — 1. 
(2) p' SES j < ani. 
(3) an-i-1 < j 34 pH 整除 了 
另外 Byrn jig. 的 阶 数 为 pl. 特别 地 , C4 $ = 0, d Desi = Deng; 当 
1=0, j= 1, W Bs = Bsps. 
关于 Ext" (BP. BP.) 目前 只 有 部 分 的 信息 . Huh € Ext" (BP. BP./(p, 01, 
v2)), & y = 9'0" 8" vt € Ext" (BP., BP,), WA 
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定理 8.1.4( 文 献 [4] EH 2.7) 4 p>2, y #0 HE t1. 
X Fo, 0 之 闻 的 关系 也 已 经 得 出 , 我 们 这 里 不 详 述 . 
以 于 是 广义 Adams 谱 序 州 的 E» 项 : 
E3” = Extz: (BP,, BP,) 
Ms — 1,2 APH 5 = 3 的 结果 . 为 了 和 经 典 的 Adams 谱 序 列 的 E» 项 
ES" = Ext (Zp, Zp) 兰 Ext (Zp, Zp) 
作 比 较 , 考虑 Thom BRAY 6: BP 一 KZ,, EAM | 1€ H°(BP) = [BP, K Zp] 的 
- -个 映射 . 因此 e Seriya] as 
®: Ext" (BP,, BP,) > Ext^t (Zp, Zp) 
回顾 第 5 章 关 于 Steenrod 代数 的 上 同调 的 计算 结果 , 我 们 有 ( 见 定理 5.1.1, 5.3.2) 
Ext}? (Zp, Zp) 有 生成 元 ao,hi (i > 0),Ext2"(Zp,Zp) 有 生成 元 hih; (i < j 一 
1), gi, ki, bi, aoh;, a2, Ge. 
定理 8.1.5( 文 献 | 和 定理 9.4) 当 p>2 
(a) 更 将 Extc*(BP.,BP.) WI E BUR, 除了 一 个 例外 
Pa; = ho 
(b) 9 $f Exte;" (BP., BP.) 的 生成 元 映 成 零 , 除了 几 个 例外 
$5 = ko 
PBpijpi-1 = hohi41 (i > 0) 
BB,ij, = —b; (i20) 
现在 我 们 转 而 叙述 文献 [18] 中 关于 Extgp, pp(BP.,BP./In) 以 及 
Ext», gp( BP., BP./ (15, v)) 的 生成 元 的 结果 . 回顾 BP BP = BP. |t, ta, 4] 其 
H |t, |= 2(p" — 1). 在 BP,BP 的 具有 BP./I, 中 系数 的 cobar 构造 中 , 妇 是 一 人 
循环 , ERR 个 非 鹤 元素 


hi € Ext 45 >(BP., BP, /In) 


HH q =2(p- 1). E p 2 3,n 202Xx p—2,n 2 2. 对 任意 > > 0, 8 r= ap? 使 得 a 
Bp HX wW s=kn+i+1 8 0<i<n. Zin-0,4 dr) 2 golap) 2s 1. Æ 
n.» 0, 4 q(r) = qn (ap?) = p? Æ a — 1 MA qlr) = qs (ap?) = p° + (p — 1) EL p"? 
zia»l. 

定理 8.1.6( 文 献 [18] 定理 1.1) WE p23n203Óp-2,n22. 

(a) {hi :0 <i < n) 生成 ExtppP pp(BP., BP./ I4) BRA n WH Zi[lvn] 自由 子 
H. 

(b) Ext Es, pp(BPs, BP./ Li) 的 vn 挠 子 模 是 一 序列 以 cn(r) 为 生成 元 的 Zoos] 
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Bi (Zip) 模 当 n = 0) 的 和 , 其 中 和 式 取 遍 所 有 7 = ap? > 0 使 得 a 5 p ER, 并 且 满 
足以 下 条 件 : 
(i) v& ^e, (r) =0, va es (r) = Sn (v7, 41) #0. 
(ii) heen = cu (p) +n PPh, 58 20,n>0. 
(ii) p. (cs (p*)) = avi ^ ho — FN =0 
=hsin #a=l 
一 avs ihn i s=0 
= 2av2P =P ho A n=1,s>1,a#1 
= avr?" hi 其 他 情况 
其 中 s-1= i(mod n), 0 < i < n, Tfi cn(r) € Ext} bog -0-9«)0"-D(gp, BP,/In) 
是 cobar 构造 出 的 某 个 元 素 , pn : ExtBb pp(BP., BPs/In) > Extgp, pp(BPs, BP./ 
In) 为 投射 . 
定理 8.1.7( 文 献 [18] 命题 6.3) 设 p>3,n>0 或 p=2,n>2, 则 


Ext}> pp(BP,, BP. (In, vt)) 


JE BP, (In, Un) BI Zy|va]/(vn) FRE (Z(p)/(P") TIRE n = 0), 由 1 和 所 有 wen(7) 所 
生成 , 其 中 m= max{0,t — q(r)),r > 0, En(r) eExto27 05 - (BP, BP, JL, uO) 
是 与 定理 8.1.6 中 的 c. (r) 相关 的 元 素 . 


8.2 J 同 态 和 它 的 像 


G.W.Whitehead 定义 了 J 同 态 
J: 1,(SO(q)) 一 7r+d(99) 
其 中 SO(q) 为 所 有 行列 式 等 于 1 的 g PIES RET AIM, SY 为 q 维 球面 . 下 
pla: J 同 态 的 定义 (8.2.1~8.2.4). 
定义 8.2.1 两 个 空间 X,Y 的 联合 XY Ba Xx Y «x IRR (2,y,0) 和 
(z,yo,0), 点 (x,y, 1) 和 (20,y,1) BS (所 有 ce X, y € Y) 所 得 空间 , 其 中 xo, yo 
X,Y 的 基点 . 简化 联合 X «Y 还 要 将 子 空间 (zo x Y x DU(X x yox I) T 
一 点 . 可 以 证 明 , 当 X,Y 是 多 面体 , 简化 联合 X «Y = S(X AY)( 参 见 文献 [5]P.251 
习题 3). 
定义 8.2.2 ”对 每 个 映射 f:X xY — Z, Hopf 构造 将 f 对 应 于 映射 H(f): X » 
Y > SZ 使 
A(f)(x,y,t) = (f(z, y), €) 
可 以 证 明 若 f 之 f’, H(f)e H(f), 因此 有 对 应 H:[X xY, Z] o [X * Y, SZ]. 
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定义 8.2.3 h: S" — SOl) H o € s (SO(q)) 的 代表 , 因为 SOl) 可 看 作 映 
射 空 间 Map(S*7!, 5* )( 具 有 紧 致 开拓 扑 , 恒 等 映 射 为 基点 ) 的 子 空 间 , 因此 h 的 伴 
随 为 f:57 x 99-1 S«-1, 从 而 有 Hopf 构造 H(f): S7+9 — $9, + 

J: n (SO(g)) > m- (S9) 
A Jih] = [H(f)]. 

定理 8.2.4 Jm (SO()) > n-4,(97) BAS. 

证 设 ho hh S" 一 SO(q) 为 映射 使 [ho] = [hi] + [h2]， 则 相应 的 伴随 
fis fo: S" x St! 5 5971 F fiy) = y, FER y € 8*1. AK hilse = hals: = 
«(51, S 为 上 下 半球 面 ), 则 

ho|sz = hils; 
ho|sz = halse 
而 对 应 的 H (fo), H(f1), H(f2), 由 于 
H(fi)(z, y,t) = (hi(z,y),t) (s € 8", y € S177) 
因此 有 
A (fo)|g+a 一 H(fi)lsze« 
H(fo)|gr+a 一 H(f2)|gr+a 
从 而 [H (fo)] = [HCA) + H(f2)], 因此 J 是 同 态 . 证 毕 . 
因为 有 
SO(1) C --- C SO(q) C SO(q +1) C 
4 50 = U,>1 30(0), 将 J 同 态 稳定 化 , 得 
J:T,($0) > n? 
Hora? 为 球面 的 7 柄 稳定 同 伦 群 . 

确定 J 同 态 的 像 im J C v2 中 的 非 零 元 素 可 计算 m 的 一 部 分 元 素 . 

关于 im J, Adams®! 用 e 不 变量 得 出 (文献 [6] 定理 1.1~1.6). 

定理 8.2.5 4 r= 0,1 (mod8) HF (SO) = Zo, imJ Æ r? 的 一 个 生成 元 
的 Zo 直 加 项 . 

定理 8.2.6 4 r —4n—1 = 3 (mod8), 2,(SO) = Z, im J 是 Tw 的 一 个 生成 元 
的 Zman) 直 加 项 , 其 中 m(2n) 为 Ba/4n 的 分 母 . 当 这 个 分 数 表示 成 最 低 项 , 则 B 
是 数论 中 的 第 n 个 Bernoulli XX. 

定理 8.2.7 4 r=4n-—1=7 (mod8), 从 而 (SO) = Z, W im J 是 Tw 的 一 
个 生成 元 的 Zmien) 或 Z2m(2n) 直 加 项 . 

Novikov! 或 Miller 等 ix 2.3 X} p > 2 完全 确定 了 imJ 的 pb 分量 群 . 


定理 8.2.8 M p > 2, im J 的 p 分 其 群 和 Extpb gp( BP., BP.) 的 所 有 生成 
元 ( 见 本 章 定理 8.1.2) 一 一 对 应 . 


8.3. 球面 称 定 同 伦 群 的 a, b, y 元 素 族 


在 确定 im J 之 后 , 1970 年 以 来 , 陆续 发 现 了 球面 稳定 同 伦 群 T. (S9), 的 无 穷 元 
素 族 ou, beye- 这 些 元 素 族 都 是 通过 某 些 胞 腔 很 少 的 CW 谱 的 目 映 射 的 构造 而 得 
到 , 而 且 具 有 某 种 周期 性 现象 . 这 些 元 素 族 的 非 零 性 由 广义 Adams 谱 序列 的 E» 项 
可 直接 得 出 , 并 且 有 类 似 的 周期 性 现象 . 

下 面 先 介绍 ou, be 元 素 族 , 然后 再 概括 出 它们 的 周期 性 性 质 . 

6.2 PP p > 2n CMM Vin) (n = 0,1,2,3), HARRY ox 
222 -DV(n 一 1) 一 Vn 一 1) 使 

22p -UV — 1) on, V (n — 1) > V(n) > Y?» -!y (n — 1) 
为 上 纤维 序列 . 由 于 V(n) 的 BP. 同调 群 
BP,(V(n)) = BP,/(p, Uc ; Un) 
因此 o, 导出 的 BP. 同调 群 同 态 为 用 w 乘 的 同 态 , 因此 有 短 恰当 序列 (On. = Un) 

0 — BB,/(p,vi,-- 051) => BP,/(p,v1,°*+;Un—1) 9 BPs/(p,01,°+*,Un) 2 0 

Aon Wt RKE 

pt: D*O -Üy(m — 1) = V(n—1) 
不 是 专 伦 的 (因为 办, = vi x 0). 
定义 8.3.1 以 下 合成 定义 为 at, Bi, Yt: 
oy: DP- go L, a Dy (0) £, b V(0 ) — xs? 
Be: y:2t(p? -1)g0 $, y:2t(p^ -DV(l ) 02 V ) 一 
ve: y:2t(p? -1)g0 f, 52t(p? -DV(2 ) 3, V(2 ) 
ToT172 y2(» —1)+2(p— 1)+3 g0 

其 中 f 为 V(n) se (RH a A S. 

定理 8.3.2 对 任意 t>1, (4 p 2 3), (4 p 2 5), n C p 2 7) Æ n. (59), 
的 非 零 元 素 , 其 次 数 分 别 为 2t(p 一 1) 一 1, 2t(p? - 1) - 2(p- 1) - 2, 2t(p? — 1) - 2(p* — 
1)—2(p—1)—3. 

证 设 n = 0,1,2, 则 合成 

y2t(p"*'-1)go f, y2t(p^*'— JV (n ) —» bnt1 V(n) 


ToTi y:2(p-1)42 So 
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导出 的 BP. 同调 群 同 态 是 用 vf, 乘 的 同 态 
via, € Extpb, pp (BPa, BP,/(p,v1,..* ,vn)) 
当 n — 0, 由 定理 8.1.2 
buf = o4 # 0 € Extpb pp(BP,, BP,/(p)) 
再 将 上 纤维 序列 
S9 一 :90 一 V(0) —. xs? 
应 用 到 第 7 KEM 7.3.5, 则 6vf =a, 7: 0 留存 到 同名 元 素 
at 天 0:22tp-190 _, 24P-1) y (9) = V(0) = ES 
3 n — 1, 由 定理 8.1.3 
ó'0" vi = f, 4 0 € Ext^* (BP,, BP, /(p,vi)) 
其 中 0,0" 是 相应 于 短 恰 当 序 列 
E':0 > BP, — BP, 5 BP,/(p) — 0 
E":0 > BP,/(p) 25 BP,/(p) 5 BP, /(p,v1) — 0 
的 边缘 同 态 . 因此 将 上 纤维 序列 
220p-DV(0) #4 v(0) ^ V(1) 2 E2-)+15(0) 
S9 #, S = v(0) “> xs? 
连续 应 用 到 第 7 章 定 理 7.3.5, 得 出 0'0" v5 = Bi AO 留存 到 非 零 同名 元 素 
Be & 0: X21G^-0 S 2, D2tP DV) 5 V(1) 23 22(p-D+150 

“4n=2, y #0 的 证 明 类 似 . 证 毕 . 

以 上 的 映射 族 at, Ge, ve 的 构造 , 左边 的 是 最 低 维 数 胞 腔 的 内 射 , 右边 的 T0717: 
V(2) 一 ?2 -0)+2(p-0+350 等 是 V(2) 到 它 的 最 高 维 数 胞 腔 的 投射 ， 而 中 间 的 
ty: EA" -UV > V(n) WWE V(n) (n = 0,1,2) 谱 的 自 映 射 加 +1 的 七 次 
累 次 合成 . 可 见 , pn+1 的 构造 是 最 关键 的 , 文献 中 称 nai 为 vn+1 周期 性 算 子 . 用 周 
期 性 算 子 来 生成 或 发 觉 (detect) 同 伦 类 的 方法 是 近代 计算 m. (57), 的 有 效 方法 , > 
概括 如 下 . 

定义 8.3.3 Ut X WARM, v € (DEX, X] 为 映射 的 同 伦 类 , v! 表示 wv 的 t 次 累 
次 合成 vi: LAX > X. v 叫做 周期 性 算 子 , 如 果 对 所 有 t > 18 v! #0 € [XX,X]. 
同 伦 类 a c [X, Z] 叫做 v 周期 性 元 素 , 如 果 a.v z 0 对 所 有 t > 1. 同 伦 类 
B € rj(W) 叫做 v 周期 性 元 素 , 如 果 6 可 分 解 为 以 下 合成 (X079 H X B3 m - 1 
YER, 某 个 m) 

xmg? _, x/x(m—-1) Ê, ym-iw 
而 且 对 所 有 这 样 的 6 Alt > 1,4 
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Xx CU, x 2 xjxin-0 8, ym-iw 

FES te. 

前 面 所 述 的 ou, Or, my 元 素 族 中 , 它们 的 构造 是 令 X = V(n)(n =0,1,2), 目 投影 
v 41: EO" -DV (n) > V (n) 是 周期 性 算 子 , TR m Jj X = V (n) 的 胞 腔 的 最 高 维 
数 , B= 1:X/X'"-) = EMS 一 2m90. 因此 , 按 上 述 定义 8.3.3, at, be 分 别 是 
T.(S?)s 的 vi, vo, vs 周期 性 元 素 族 , 或 简称 为 第 一 . 二 , 三 周期 性 元 素 族 . 这 些 周期 
性 元 素 族 的 构造 和 发 党 归结 为 周期 性 算 子 迪 28X 一 X 的 构造 和 相应 的 周期 性 元 
X 0 的 非 零 性 的 发 觉 . 后 者 常用 到 Adams 谱 序列 来 解决 , 而 前 者 是 和 Steenrod 模 
sk BP, 模 的 几何 实现 问题 相关 联 . 

注 8.3.4 it Vj (0) 由 上 纤维 序列 


502 50  Vj41(0) ^ ES? 
所 确定 , 则 态 +1(0) 是 有 限 谱 且 有 周期 性 算 子 
vj" X2" TH(0) 一 Vj+ (0) 
从 而 由 第 7 章 定 理 7.3.5, 决定 了 vi 周期 性 元 素 族 
OQ gp? /j4-1* gsr q go — LP aV, (0) — j41(0) — ZS’ 
KP q=2(p-1). 它 由 定理 8.1.2 的 
caps /+1 € Ext}, gp (BP., BP.) 
所 发 觉 . 根据 定理 8.2.8, vi 周期 性 元 素 全 部 和 im J BJ p 分 基 群 一 一 对 应 , 已 经 完全 
解决 ( 当 j =0 Qspi/j+1 就 是 Qs) 
注 8.3.5 可 以 很 目 然 地 想到 , 定理 8.1.3 中 的 
Bsp» /j,i41 € Ext?" (BP.,, BP,) 
(34 4 — 0 iU Bop) 可 能 有 一 些 发 觉 出 r(S0)。 的 v» 周期 性 元 素 . 但 由 于 周期 性 
算 子 的 构造 是 较 难 的 问题 , 目前 关于 v- 周期 性 元 素 只 有 部 分 的 结果 . 
S.Okal7710 得 出 , 当 > 5 


Bep/j l<jp-l (s 2 1) 
Bsp2/;} 1 <j < 2p (s > 2) 
Beprjj 1«j«2"*!p (s22,n23) 


是 m.(S^), 的 v2 周期 性 元 素 Cj = 1 是 Gr) 除了 yt 外 ,目前 还 没有 得 出 更 多 的 vs 
周期 性 元 素 . 
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8.4 经 典 Adams 谱 序 列 的 滤 子 s = 1,2 


上 节 已 讨论 广义 Adams 谱 序 列 的 滤 子 s = 1,2. 它们 是 o, 8 元 素 族 , 或 者 是 
v v2 周期 性 元 表 族 . 下 面 讨 论 经 典 的 Adams 谱 序 列 的 滤 子 s = 1,2. 

回顾 一 下 Steenrod 代数 A 的 上 同调 Ext (Zp, Zp) 当 s = 1,2 的 计算 结果 . 当 
p > 2, Ext!)"(Zp,Zp) 有 Zp 基 ao,hi(i > 0)，Ext%*(2Zp,2p) 有 Zp 基 huh; (i < 
j — 1), gi, ki, aoh;, bi, a2, Go. 

ix A* 为 A 的 对 偶 , 则 有 

Ext. (Zp, Zp) = Ext? (Zp, Zp) 

从 而 有 相同 的 Zp Æ. 

用 Thom 映射 ®: BP 一 KZ, 导出 的 广义 和 经 典 Adams 谱 序 列 之 间 的 映射 , 可 
以 得 出 以 下 定理 . 

定理 8.4.1( 文 献 [4] 推论 9.6) 当 p > 2， (1) Ext? (Zp, Zp) 的 生成 元 , 只 有 
ay, ho 能 在 Adams 谱 序列 中 留存 到 无 穷 (survive to infinity). 

(2) Ext? (Zp, Zp) 的 生成 元 , 只 有 Go, b; (i > 0), ko, a2, hohi(i > 2) 和 aohi ( 当 
p = 3) 能 在 Adams 谱 序列 中 留存 到 无 穷 . 

证 Thom 映射 ©: BP > KZ, 导出 广义 的 和 经 典 的 Adams 谱 序列 之 间 的 映 
射 

®,: ES' (BP) — E®"(KZ,) (r 2 2) 
特别 当 r = 2 为 
$,: Ext? p, gp( BP., BP.) — Ext! (Zp, Zp) 


ALE T € Ext: (Zp, Zp) 留存 到 ze n. (S9),, WA y E ExtBp, gp( BP., BP,)(0 < 
s « 2) 留存 到 z, 这 只 要 用 更 导出 的 两 个 Adams 分 解 之 间 的 可 换 图 形 就 可 以 得 出 . 
因为 ExtS> gp( BP., BP.) & Zp) 全 部 留存 到 10(S°)p S Zp), 因此 a2 能 留存 . 因为 
ExtB% pp(BP., BP.) 全 部 生成 元 留存 到 im J C Tzp_1)_1(S")p, 因此 由 次 数 关 系 ， 
只 有 Ext4x*(2p, Zp) 中 的 G2 和 当 p = 3 的 ooj 能 留存 到 im J. 其 他 Ext: (Zp, Zp) 
生成 元 中 的 留存 子 只 能 在 ©. 的 像 中 , 这 样 定理 8.4.1(2) 可 由 定理 8.1.5 得 出 . (1) 的 
证 明 类 似 . 证 毕 . 

注 8.4.2 以 上 结果 只 证 明了 哪些 生成 元 能 够 留存 , 但 是 否 肯定 留存 还 需要 进 
一 步 证 明 . 滤 子 1 中 , ao, ho 留存 到 

p: S? 一 S,  q,:X2(0-0D-1g0 _, S° 


这 是 Novikov 在 证 明 mod p Hopf 不 变量 1 问题 中 得 出 的 . 关于 滤 子 2, Ravenel?! 


证 明了 , 在 广义 Adams 谱 序列 中 do, 1(85,,) x 004 i 2 1, p 2 3), 因此 由 定理 
8.19, bi 4i 21, p 2 3 在 经 典 Adams TÉJE JI PIER. 另外 a6, 02, bo, ko 分 别 留存 
到 以 下 四 个 映射 : 
p^: S9 一 S9, Gg: X49 580 一 S° 
By: X29(0-1)-2 go EN S°, Bo: y4(»^ -1)-2(p—1)-2 g0 _, go 

这 是 容易 证 明 的 . 剩 下 的 koh; (7 2 2) 的 留存 问题 (C p > 2), 证 明 较 难 . 另外 R. 
Cohen 证 明了 以 下 结果 . 

定理 8.4.3( 文 献 [14] 定理 IVb ) Xt k 2 1, hob, € Ext% (Zp, Zp) EAR 
Adams 谱 序 列 中 留存 到 

Ck: 32730 — S° 

HP m = 2(p**! +1)(p— 1). 

到 此 为 止 , 对 p > 2, 经 典 Adams 谱 序列 的 滤 子 s = 1,2 大 部 分 已 计算 出 来 . 下 
面 介 绍 p= 2 的 情况 . 因为 

Ext?" (Z2, Z2) 有 Zo 基 hi (i > 0) 
Ext%*(2Z2,22) 有 22 基 hih; (j Si, 7 Fi4+1) 
Ravenel (3c [11] p.450) 猜想 im — 0 除了 
(bayz) = h2,4, (bzi 2-1) = hihit2 

其 中 @: ExtZh pp(BP,, BP.) 一 Ext%*(Zo,Z2) 为 Thom BRAY. 因此 , 类 似 于 定理 
8.4.1 可 知 , 在 经 典 的 Adams 谱 序列 的 滤 子 s= 2 中 , 只 有 h2,, M hihi4+2 (i 2 0) BE 
EAT. 后 者 的 留存 已 经 由 Mahowaldf7l 所 肯定 , 下 面 是 Mahowald!” 定理 1.1 的 
结果 . 

定理 8.4.4 34 p —2, j #2, hih; € Ext?" (Zp, Zp) 在 经 典 Adams 谱 序 列 中 留 
存 到 

nj: S? — s? 

前 面 R.Cohen 的 定理 8.4.3 H G4 元 素 的 构造 方法 是 Mahowald? 的 n; 元 素 的 构造 
方法 在 p > 2 的 推广 , 两 者 有 一 些 类 似 之 处 . h2,, € Ext" (Zp, Zp) 的 留存 问题 目前 
还 没 得 出 . EA Kervaire 不 变量 问题 密切 相关 . 更 进一步 深入 地 了 解 可 参阅 Ravenel 
的 综合 报告 IU. 
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第 9 章 球面 稳定 同 伦 群 的 一 序列 新 元 素 族 


在 本 章 , 我 们 将 以 编著 者 多 年 来 的 研究 成 果 (特别 是 文献 [7]~[9], [24]) 为 基础 ， 
叙述 和 证 明 球 面 稳定 同 伦 群 的 一 序列 新 元 素 族 的 存在 性 .首先 , 作为 预备 知识 , TE 9.1 
节令 述 一 些 与 Moore 谱 和 Smith-Toda 谱 V(1) 密切 相关 的 谱 及 其 性 质 . 9.2 RGR 
和 证 明 ao 相关 的 一 对 元 素 wo' 及 有 关 hoo, hoo’ 元 素 的 收敛 性 的 一 般 结果 (文献 [8] 
定理 A 的 推广 ). 9. 3 节 证 明 由 (22). (hoo) 的 收敛 性 导出 (2721). (goo) 的 收敛 性 的 一 般 
结果 (文献 [7] 定理 IL 3E) ). 9.4~9.5 节 证 明 Adams 谱 序列 中 的 一 个 回 拖 定理 (OC 
献 [24] 定理 A 的 推广 ) 并 进而 得 出 一 序列 Rohn, hobn, hohnhm, ho(hnbm-1—hmbn-1) 
等 新 元 素 族 的 收敛 性 . 9.6 节 是 关于 一 序列 hoc7s, goo7Ys 的 收敛 性 . 9.7 节 证 明 hn x 
理 并 进而 得 出 球面 稳定 同 伦 群 第 三 周期 性 ypn ys 元素 (文献 [24] 定理 I 和 定理 I). 
最 后 在 9.8 节 证 明 球 面 稳 定 同 伦 群 第 二 周期 性 Bopr jji+1 元 素 的 收敛 性 . 


9.1 5 Moore 谱 和 Smith-Toda 谱 VV(1) 
密切 相关 的 一 些 谱 
设 M 为 Moore iif, 由 以 下 上 纤维 序列 


(9.1.1) s2,s+mM5%s 
所 给 出 . 设 K 是 Adams 映射 a: 33M 一 M 的 上 纤维 , 由 以 下 上 纤维 序列 
(9.1.2) YIM -> M > K 24 YM 


所 给 出 . 上 面 的 谱 K 实际 上 就 是 第 六 章 82 中 的 Smith-Toda R V (1). 
下 面 我 们 引进 一 些 与 谱 S, M 或 K 密切 相关 的 谱 . BL A o1 =Jai:29 9 一 
S 的 上 纤维 , 由 以 下 上 纤维 序列 


(9.1.3) ye-ig 24, g 9", L 7 yas 
所 给 出 . 设 Y Jy di: S K 的 上 纤维 , 由 以 下 上 纤维 序列 
(9.1.4) S iS K tay sys 


所 给 出 . Y 实际 上 是 Toda jf V(14), MAE HE ja: DIM 一 XS 的 上 纤维 , 由 以 
下 上 纤维 序列 

(9.1.5) mM 2359 Sy 4 yai 

所 给 出 . 这 可 通过 以 下 稳定 同 伦 范畴 中 的 3 x 3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 看 出 (参见 3.7 
节 ) 


9.1 与 Moore 谱 和 Smith-Toda jf V(1) 密切 相关 的 一 些 谱 - 159 . 
S RAN K 了 ， vatlM 
Nt ZU NT Pt 
(9.1.6) M Y 
fa Nj ZW Ne 
mim 24 ES 一 xg 
注意 到 on -p= p:a = 0, 因此 有 p= j"n UR p= €i", RP r e [Z*S, L] , 
E € [L, S]. HF mS = 0, Alb maL = Zp) {a}. 更 进一步 有 i"Et" = i-p = (pAlr)i", 
因此 pAlz = 0"€+Anj", EA A € Zp). UEFAC J” ZRA pj” = 3 (pA1L) = 
Aj’ nj” = Mp: j”, Aw A — 1, AMA 
(9.1.7) pAl, = WE+n7". 
由 以 下 稳定 同 伦 范畴 中 的 3 x 3 的 同 伦 可 换 图 
ms -—— wy & 29 
Nam 7j Ni 7ja NY 
(9.1.8) L SaM yet, 
ZU Nh Zu Nj Pt 
S -— xy 4 pis 


可 得 出 以 下 上 纤维 序列 
(9.1.9) Ew 5 L > DY 4, pg 
并 且 有 等 式 


th=i-j", hi'-w, m.j-—i'ja 
由 2aija = ijo? + aij (参见 (6.5.3)), 则 ara, = 0, 从 而 存在 $ € [797 18, L] 
以 及 (o1)r € [Z* ! L, S] 使 得 
(9.1.10) j'? = oe = (oji" 
&W'Jeo:X*«-s—LIi rr WW 也 是 (ai)L : ETL 9 S 的 上 纤维 ， 
这 可 由 以 下 稳定 同 伦 范畴 中 的 3 x 3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 得 出 
$74-1g + ms -— Ds 
N ZI) NË Zld 
(9.1.11) L DIL 
A Nw Zu Nj 
S 7. w 4 yug 


即 有 两 个 上 纤维 序列 ， . 
(9.1.12) y3-1g.?,] ",W S yag 
(9.1.13) yai], Ue g ww, yu 


下 面 我 们 将 Toda if V(3) 记 为 K', 它 是 jj : X 1K os 的 上 纤维 , 由 以 
下 上 纤维 序列 
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(9.1.14) sK 24, yeig c. K’ 4. K 
所 给 出 . K' 也 是 oi: 9S — M 的 上 纤维 , 由 以 下 上 纤维 序列 
(9. 1. 15) “IS at M MUN K' -了 >4+19 


所 给 出 . 这 可 由 以 下 稳定 同 伦 范畴 中 的 3x3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 看 出 
sig 2, M 二 K 
Nt Za Nv fe 
(9.1.16) IM K' 
SY NI Zz Ny 
son S, pig 2, yig 
H aiAlw = ija—aoij, 9 a’ =a,Alx € [* ! K, K], M j'a 2 —(o1^ly)j! = 
oijj € [X *K, M]. (9.1.16), y -z = p, AW yz: y — p: y — ylle ^ p), 从 而 有 
z:y — lp ^p. 这 是 因为 [K', M] = 0, 可 由 以 下 (9. 1.15) Si A te 244 FE Hn] 
0 = [v«*15, M] “4 [K', M] 25 [M, M] ©, 
得 出 , 其 中 [M, M] S Zo (1) 使 得 以 上 的 (ai)* AM. 通过 下 面 稳定 同 伦 范 畴 中 的 
3 x 3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 (9.1.18) 可 知 aij7 : EK 一 XM WEA K' ^ M, 
由 以 下 上 纤维 序列 
(9.1.17) mK 99 SM K' AM -K 
所 给 出 . 
x-'K Wey 2 EK! 
ND Zot NY /Vin 


(9.1.18) Hts K'AM 
VA y N Z J Vy Ki N P 
K ET kK’ & K 


IH Ae Aj)(vAlu)my = v(14 ^j)my — v = (Va Aj P4 (wvAlm)mmM — v 
fl d(v) € [V4^M, K'AM] = 0. Hi mk(x^lyw)(li: Ai) = mk(1k ^i)z = zx = p(1K ^i) 
可 得 p = mx(x^ly). 另 一 方面 , 导数 算 子 d(p) € [K' A M, K] = 0. 总 之 , 相差 符 
号 我 们 有 
(9.1.19) p-—mxk(x^lw) w=(vAlm)mu WR d(p) =0,d(w) =0. 

it a’ = œ Alx E [9 !K,K], 其 中 o1 = joi € 7445, W j'o'o = 0. 从 而 
由 (9.1.17), 存在 o, € DX K, K' ^ M] 使 得 pany = 0. 而且 dla: y) € 
EK, K'AM] = 0. 因此 pay yi! = o = i'(ai Alm) = p(viAlm)(a1 Alm), 从 而 
有 aly yt! = (vi Alan) (03 Alm) Av (ijoij) 某 个 入 e Zp, 这 是 因为 [E472 M, M] & 
Zy(ijoij). 由 于 导数 算 子 dairy) = 0,d(?) = 0,d(vi Alm) = 0,d(a1 Alm) = 
0, d(v) = 0 以 及 d(ijaij) = —a1 A 1m, 则 对 以 上 等 式 作 用 于 d 可 得 Ayla Alm) = 


9.1 与 Moore ii RI Smith-Toda i£ V(1) 密切 相关 的 - - 些 谱 . 161 . 


0, 从 而 A = 0. 总 之 我 们 有 
(9.1.20) pO iA M 一 a’, ern ut 一 (vi ^ lm )(a1 A lu), d(Q A M) = 
Pl A ij)oo A = -o" € [ET °K, K], 


其 中 用 到 d(a”) = —o/ (参见 (6.5.5) ). 

命题 9.1.21 设 p>5,V 为 任意 谱 而 f :六 K' 一 VAK WEN, f.z—-oe 
[Ett +S V A K]. 

证 由 定理 6.5.16 及 定理 6.5.19, 存在 交换 乘法 u: KAK  K 使 得 (ili ^ 
lk)= 1k = ulk ^ii) 且 存 在 内 射 v :IT*K OK AK 使 得 (jj 八 lk)v=1x. 因 
此 由 (9.1.14) 我 们 有 zAlk = (z 人 人 1k)(j7 ^lk)v =0, 从 而 f-z = (lvAp)(lvaK 信 
ii)f .z= (lv 人 jp)(f.z 人 1k)ii = 0. 证 毕 . 

由 (9.1.6) RITE e :五 = p( 相 差 正 负 号 ), 因此 容易 证 明 we — (ly ^p). 由 以 
下 稳定 同 伦 范 畴 中 的 3x3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 

yim 24 EK —> SY 
Nja Zii NOM TEAL ag 


(9.1.22) - ES YAM 
人 NU ay NMT) 
y IYNP y 7%, yM 
可 知 o'i : XIM > OK 的 上 纤维 是 AM, 由 以 下 上 纤维 序列 
(9.1.23) TAM 5, yk OLY y a M ENM) watt yy, 
所 给 出 . 
由 (9.1.10), al = j"- 0, HF o € 12q—1L. 因此 有 
(9.1.24) my (uh ^ 1y)(ó ^ ly) = my (ij" ^ Iu )(ó ^ lw) = œi Almy 


hT ai -a= 0, 因此 由 上 纤维 序列 (9.1.23), 存在 ayam € [EH M, Y ^ M] 使 得 
a — mmt ^lu)ayAM. Ab, mu(u ^ 1u)ay aMma(u ^ 14) =amy(tAlm) = 
mM (Uu ^ 1y)(1y ^ a), 从 而 由 (9.1.23) RITA oy Arma (8 ^ 1) = ly Aa BE (r^ 
1 )miy * [Z071Y A M, K] = 0, 这 是 因为 [X4K, K] = 0 = [72 M, K] (参见 定理 6.5.9 
及 定理 6.2.11). 注意 到 dayam) € [E2772 M,Y AM] = 0, 这 是 因为 [X4* M, M] =0 
以 及 [£+ M, K] = 0 (参见 定理 6.2.11 ), 因此 (ju ^ 1jj)avay € [241 M, M] N 
(kerd) & Z,{a1 Alm}, 从 而 有 (JTA 1m)ay^m = o1 Alm (相差 系数 )， 注 意 到 
my (ü^ly)aoyAM-(01^1ly) = a(o4 Aly) = (o3^1y)a = mu (UAlm)(hoAlm)a, 
因此 由 (9.1.23) 有 ayamlar Alm) = (hb ^ lm )o, 这 是 因为 [X299 1 M, K] = 0. 更 进 
一 步 , 有 (ly ^ o)(hó ^ 1m) = aya uma (UA lu)(hó ^ 14) = ayamlar Alm). 总 
之 , 我 们 有 以 下 关系 : 


(9.1.25) mM (u ^ lu )ayam = Q, Oy AMTIM (UA lm)=ly ^a 
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(ju A lm )ayam = 01 ^ lu (TH22 RC) 


ayAM(a1 ^ ly) = (ly ^ a)(hd ^ lu) = (hd ^lw)a 
其 中 ayam € [72*1 M,Y A M] NA (kerd) 而 @ € a4 1L. 
现在 我 们 回顾 谱 K 的 环 谱 性 质 . 由 定理 6.5.16 及 (6.5.17), FERES KA 
K=KVELA KV YPK 并 且 存 在 投射 和 内 射 : 
(9.1.26) u:KAK > K, m:KAK >ELAK, jj^lk:KAK => YK 
inle: K>KAK, v4: ELAKKAK, v:X*K —~KAK 
使 得 (参见 定理 6.5.16, 定理 6.5.19 ) 
HA1IKE) lg — pllk ^ii)  (jj^lk)v-—1lk = (lk ^jj)v, 
(i'i ^lk)u- vous t (jj ^1lk)v— lkak, H(iiAlk)=0 
因此 , 由 (9.1.4), FE p, € [Y AK, EL ^ K] f18 T(r A1lx) = ua SFA dm) =0€ 
[Y ^ K, L ^ K], XT Ah d(gs(r A 1x)) = d(uz) = 0 (参见 定理 6.5.19(H)) 得 出 . 由 
(9.1.25) 的 第 一 个 等 式 , (9.1.23), (9.1.3) 以 及 以 下 稳定 同 伦 范畴 中 的 3x3 引 理 的 同 
伦 可 换 图 形 (9.1.28) 可 知 ayam : EHM >Y AM 的 上 纤维 是 LAK, 由 以 下 上 
纤维 序列 
(9.1.27) sat M aM y A M BON) gra KION pat y 
所 给 出 . 
mum 24 EK '^CKxLAK 
NË Za NONOK A pally Ai’) 
(9.1.28) SIK YAM 
J Gly Ï) Zavam NYM ENM) 
LAK? EN yaniy 2, patiM 
由 于 eA 人 lk gu i^lk)e^lx)-0, 因此 上 纤维 序列 (9.1.4) S&H ^T RBS ESF 
维 序列 Kk PF K A KIS Y AK. 即 存 在 同 伦 等 价 KAK = KvVY ^K, 从 而 有 
YAK —XLAKNV9U"K 并 旦 存在 投射 :YAK —O XLAK, juAlk:Y^AK > 
9+2K 和 内 射 vy : 了 012K > YAK, T: ELAK OY AK, (848 vy = (rl1k)v 
jt BH. 
(9.1.29) (ju^lr)vy =1K, B2 = lrak, Vy(ju^lx)-Vol, —lvAk 
由 (9.1.1), (9.1.15), (9.1.3) 和 稳定 同 伦 范畴 中 的 3 x 3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 可 
Avi: S K' 的 上 纤维 是 DL, 由 以 下 上 纤维 序列 
(9.1.30) S A, K'S xps xg 
所 给 出 , FHA AKA €i" = p ER CI" Alu — p^ly —0, AM £^1y = a(j" Alm). 
另外 , £i" Nik — p^lk —0, 从 而 A 人 lk € G" ^lk)*[X* K, K] = 0. 因此 ,上 纤维 序 
列 (9.1.30) 导出 分 裂 的 上 纤维 序列 K "PF k'AK 5 DLAK. 这 就 是 说 K'AK 
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分 烈 成 为 KV OLA K, 从 而 存在 以 :LAK 一 K' AK UE (k Alg) = lrk, 
FH pzALK)(ozAIK) =1x, (OA1K)JNAZALK) 二 (AIK) = liAk. 更 进一步 ， 
a(le Ae) = (Il ^e)(z Aly) =0€ [Z ! KF' AY, K]. 因此 ,由 (9.1.14), lx ^e = zw, 
HP we [K AY, x05]. 我 们 推断 K AY VEATARUM Ute SV LAK, 这 可 由 以 
下 稳定 同 伦 范畴 中 的 3 x 3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 得 出 
KAY *S EK - DK 
NE /]z \ he ^VE P u(z^lx) 
(9.1.31) yat2 g YEK'AK 
Zi NO Zn NEAT 
K 9°. PLAK -5 SK'AY 
即 我 们 有 分 裂 的 上 纤维 序列 OL AK Z K'AY 一 Ds, 从 而 存在 地 : DIS 一 
K'AY, i: K'AY > ELAK 使 得 
(9.1.32) V-F=1g, A202 = 1lrak, TU +u = lk'AY 
命题 9.1.33 KV 为 任意 谱 , 则 存在 直 和 分 解 
[=*M,V ^ K] = (kerd)i’ @ (kerd)i'ij 
其 中 kerd = [Z* K,V ^ K] n (kerd). 

证 对 任意 je [X MV AK], (ly Au)(fiAlx)it = (Iv Auk ^ii))fi = fi, 
Hep: KAK > K 是 KK 的 乘法 使 满足 u(t AlK) = lg = AGEK Ati) (参见 
(9.1.26)). 因此 f = (Iv ^ (fà ^ lx) + fo- j, HEF fo € [E SV AK]. 随 之 
RATA f = Qv ^ p)(fi ^ 1i + (lv ^ wf ^ l)i'ij, 从 而 结论 得 证 这 是 因为 
d(fiAlx) = fi ^d(1k) =0, d(ly Ap) = ly Ad(u) = 0 (参见 定理 6.5.19(G)). HEH. 


9.2. ao 相关 元 素 收敛 性 的 一 般 结 


由 [12] 第 11 页 定理 1.2.14, 有 一 个 Adams 谱 序 列 中 的 非 零 二 阶 微分 d2 (hn) = 
aobn_1,n > 1, 其 中 da : Ext;?""(Z,, Zp) 一 Ext»? ** 1(Z,, Zp) X Adams 谱 序列 的 
二 阶 微分 算 子 . 我 们 称 hn € Ext? 1(Z,, Zp) 与 bn_1 € Ext??? (Zp, Zp) 为 ao 相关 
的 一 对 元 素 . 本 节 将 证 明 一 般 的 ao 相关 元 素 分 别 在 球 谱 和 Moore 谱 中 收敛 的 结果 . 

定义 9.2.1 Bp>7,s<4, HA Adams 谱 序 列 的 非 零 二 阶 微分 dz(c) = ago’, 
我 们 称 o € Ext; (Zp, Zp) 5 o' € Ext4* "*(Zy, Zp) 为 一 对 ao 相关 元 素 . 我 们 有 以 
下 的 一 般 结果 . 

主要 定理 A (文献 [8] 定理 A 的 推广 ) 设 p>7,s<4,0o 是 Ext%"“(Zp,2p) 的 
唯一 生成 元 , 而 且 有 非 零 的 二 阶 微分 do(o) = ago’, 其 中 o 是 Ext!" (Zp, Zp) 的 
唯一 生成 元 或 者 是 它 的 两 个 生成 元 01,05 的 线性 组 合 . 更 进一步 , 假设 
(I Ext5€*'"* (DDN = O(r = 2,3,4,u = 1,2). 
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Ext^ tata Za, Zp) S Z5 Uer) Ext +Z, Zp) € Zp[aoo], 

Ext? 9 *(Z, Zp) = 

— Z M — 0(k = 2,3,4,r — 0,1), 

Ext! ti 2 (7 Zp) = 0(k = 1,2,3,r = 0,1). 

(I) Ext3 ttre (Z, Zp) = 0, r = 2,3,4,u = —1,0 Kr = 3,4,u = 1, 

Ext? (Zp, Zp) = 0 或 有 唯一 生成 元 “使 满足 aoc 0, 

Ex en tata 7» Zp) € Zp(hoo') 或 Zp(hoo!, hoot}. 

(III) Ext trat Z, Zp) = 0(r = 1,3, 4), 

Ext rre, Zp) = 0(r = 2,3) 

Exts+3ta+2g+1(Z Zp) & Zp{č20'} 或 Zp(0201, 205) 

Ext? (Zp, Zp) = Zp{a00'} 或 Zp{a001,4002} 

Ext? ^4*1(Z , Zp) & Zp{aot} 8& 0, 

Wi] hoo’ € Ext ^ ** *(Z,, Zp) UR i, (hoo) € Ext?! ^" ***(H* M, Zp) TE Adams 谱 序 
列 中 都 是 永久 循环 . | 

为 了 证 明 主 要 定理 A, 我 们 需要 一 些 预 备 知 识 . 

对 于 (9.1.10) 中 的 (a1), € [EILS], RATA al . (a)r € [229-27,5] = 0 
由 xrg-2S = 0 (r = 2,3) 所 得 出 . 因此 存在 6 € [029-1 L, L] 使 得 j"6 = (a)r € 
[Et L, S] 并 且 6 - i" € maL. 由 于 mo-19 分 别 当 r = 1,2 时 有 唯一 生成 元 
al = jai,ag = jai 并 且 j"$-p = aœ- p= 0, AW $ p = i"a: (相差 系数 )， 即 
im-15 也 由 $ 所 生成 , 从 而 有 ma ab S Z (o), XT s > 1. 因此 , oi" = Ao, X 
^* À € Zp) 并 且 有 AQ = Aj"9 = j"Gi" = (o1)ri" = o1, ffi A = 1 (mod p). 更 
进一步 , (a1). ¢ € [99-7 L, S] = 0, 这 是 因为 rrv-29 = 0 (r = 3,4), Al (9.1.13), 
FETE dw € D391L,W] 使 得 udy = 6. BZ, 我们 有 元 素 ¢ € [EMIL L], bw € 
[594 ! L, W], 使 得 
(9.2.2) j" = (ai), Gi” = à¢ġ, A= 1 (mod p), udy=¢ 

命题 9.2.3 i p> 7, Wl 

(1) 相差 系数 有 ¢- p= i"a: =7- a1 £0, (oi)L T = a2, p: (o1), = 02: 2" = 
(œ)LTj" £0, [579-1 L, L] 有 唯一 生成 元 o HE filtration > 2 ICR. 

(2) hó(p ^ 15) £0 € [D79L, Y]. 

(3) helr Alz)(pA lz) Z 0 € [E«L,Y], j"ó(x ^ 1p)r = jæi € maa (相差 
mod p 非 零 系数 ), 并 且 helr ^ 15) z 0 € nY, 其 中 ó € [EL A LE] 使 得 
plL ^i") = ¢. , 

(4) za ,Y 有 唯一 生成 元 jp(r 和 Ilr)r 使 得 hó(m ^lr)m-p = 0. 

证 (1) AF j"$-p— 01: p = 0 = j"n- o4, FFA 73415 = Zaz}, 因此 
$:p-—i"os = 7-01 (相差 系数 ). 我 们 推断 -p A 0, 这 可 证 明 如 下 . 观察 以 下 由 
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(9.1.3) 导出 的 恰当 序 入 
Z,,{ja?} = [v?«-1 M, S] Š [5%-1M, L) ^5 [v1 ut, s] 2" 

右边 的 群 有 唯一 生成 元 ja 使 满足 (aja = jaija = 1jooij + 0, 因此 以 上 
(o1). 单 射 ，im7 = 0, 从 而 有 [X^ ! M,L) = Z,(i"jo?)b Kit d-p = 0, Nul 
$ € i"[Z^ ! M, L|, 从 而 $ = i"jo?i, o1 = j"$ = j"i"a: = 0, 这 是 一 个 矛盾 .这 
证 明了 o. pz 0, 从 而 以 上 的 系数 是 (mod p) 非 零 . 

第 二 个 结果 的 证 明 类 似 . 为 证 明 最 后 一 个 结果 , 令 z 为 [E L, L) 的 任 一 元 素 ， 
则 j"z € [Z*-! L, S] S Zp{l(a)L}, HER s 2 2. 因此 , j"x = Ajo, HER A € Zp, 
从 而 xz = A + i"r, 其 中 ze [EIL S]. 由 于 a" € 144,48 S Z,(joi) FA 
73g_15 = Zp{ja°i}, 因此 x’ 是 filtration > 2 元素. 结果 得 证 . 

(2) Zit hd(pA1z) = 0, MH (9.1.9) 有 G(pAlr) = Xr- (a)r, KF N € Zip. A 
HA j'n^ly = pAlm = 0, 因 此 有 rrAlw = (i* 和 lm)a, 从 而 得 出 入 (x 和信 1m)i:(ai)L = 
N (LL Air(ai)r = 0. 更 进一步 可 得 入 (i? 信 1m)ai(ai)L = 入 (x 人 1m)ilai)r = 0, 因 
此 和 Nai(ai)rL € (o1 Alyy)«(E9L, M], 从 而 Maia € (o1 ^ 1.44.) 87)* [Z2 L, M] = 0. 最 
JE RI LAF (9.1.3) 导出 的 恰当 序列 


Es, M] OF en, M] E pas, M] 07 


得 出 , 其 中 右边 的 群 有 唯一 生成 元 ai 使 满足 (01)* od = aijai £0, 从 而 有 (i) XL, 
M] = 0. 以 上 等 式 蕴涵 X = 0, 从 而 得 出 8(p 信 17) = 0, 这 和 (1) 中 的 结果 "(pA 
1r) =p: (oi)r £0 AAS. 这 证 明了 hó(p ^ 1r) £0. 

(3) 由 十 wro-25 = 0( r = 2,3,4), 因此 有 dr ^oi) € [EL L] = 0, 从 
而 存在 $ € [E^ !L A L, L] E (lz ^i") = $8， 我 们 首先 证 明 d( ^ 11)(p ^ 
17) z 0. 不 然 的 话 , 如 果 它 为 零 , 则 r- p= lrA lL)(pA l)i” = 0, 从 而 br € 
i*[X9«7! M, L]. BH, (7”).[E39-1M, L] C [32171 M, S] 后 者 有 唯一 生成 元 jo? 使 满 
FE (ai) (ja?) = joijo? + 0, 因此 (7”)4([Z99-1M, L] = 0, AMA (Qi)L7 = j"ón € 
i* (j^), [12471 M, L] = 0, 这 和 (1) 的 结果 相 矛 盾 . 

现在 反 设 hó(m ^ lp)(p^lr) = 0, 因此 由 (9.1.9), ó(m ^ 1p)(p^lr) 9 vu, 
其 中 w c EIL, 9] 满足 wi” = Maz HH M € Zp 随 之 有 G" A lm )aiw = 
(lp Ai)t-w = 0, 因此 aiw € (al ^ 1d), [Z7 L, M], 从 而 有 Maia = oiwi" € 
(o Alm) (OEL, M] = (03)* ()* [E74 L.M] = 0. 这 证 明了 ` = 0 (因为 aia = 
oija?i #0). 因此 , w = 和 Aoja3i. j" HHH olr Alz)(pA1z) = A- jai- j", HEF 
ho € Zp). MELA On «p = O(n ^ lr)(p ^ 1r)i" = 0, 因此 dm € i* [19971 M, L], Am 
(oa)uT = jon € i* (j"), [E971 M, L] = 0. 这 和 (1) 中 关于 (ox) rm #0 的 结果 相 巴 
f. 

对 第 二 个 结果 , 由 (9.1.9) 有 r- j = "ja, 因此 j"ó(n A lrn- j = 3" (n ^ 
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1r)i" jo = j"onja = (ail)zrya = azja = joa3ij (相差 mod p 非 零 系数 ) . RAR 
们 有 j"ó(m ^lp)m = jai (相差 非 零 系 数 ), 这 是 因为 r3g_15 S Zr{fas}, 从 而 使 得 
p'734 15 = Q. 

对 最 后 一 个 结果 ， 我 们 先 证 明 O(n Alr X 0. ARV, 如 果 它 为 零 ， 则 
0 — pr A j= (x ^ 1r)i" ja = prja, MW 而 azja = (o1),7jo = j"$nja — 0, 
这 是 一 个 矛盾 (因为 azja = jo?ijo z 0 € [X322 M, S]). 现在 反 设 hó(n ^lr)r = 0, 
因此 , 由 (9.1.9) 以 及 034 19 € Z5 (o3) RNA b(n ^lp)r = Xn - jai = Ai" jai, 某 
A A € Zp, 从 而 有 j"ó(m A 1p)r = 0, 这 和 第 二 个 结果 相 矛 盾 . 

(4) 由 于 (ü)emagY C A3g_1M 而 后 者 有 唯一 生成 元 ijai = dj" $(n Alr) = 
zj%(rAlz)r( 相 差 非 零 系数 ) 且 ra-_13 兰 2{ya4i] 使 得 (w).m44 15 = 0, 因此 ma Y 
有 了 唯一 生成 元 Rd(rAlr)r. 更 进一步 由 (9.1.7), hg(rAlr)r.p = h(phAlp)é(n^lr)s = 
hi"£ó(n ^lp)r = wjo^i = 0. 证 毕 . 

命题 9.2.4 在 p>7 和 和 主要 定理 A 的 假设 之 下 , RNA 

Ext?! "ita(H*L, Zp) = 0, Ext?! P*(H* L, H*L) S Zo{(o)L} 或 者 Zo{(0’)L, 
(orh RPL 为 (9.1.3) 中 的 谱 , 并 且 有 关系 式 (1) (o)r = (i)o) 或 者 (i”)* 
(oi)L = (G")«(e1), (97) (09) = (0) « (09). 

证 考查 以 下 由 (9.1.3) 导出 的 恰当 序列 

Extst be, Zp) m Ext* t H* L, Zp) 

Se, 5 Ext eth ^ Zp) e (o1). 

AR REA MEE Roo! 或 者 两 个 生成 元 o0, 使 满足 (i)o) = hoo’ 7*0 
m (o1).(01) = hoo, # 0,(o1).(05) = hoo? # 0 € Ext? * *(Z,, Zp) (参见 假 
Bt ID, 因此 以 上 (01), 单 射 , 从 而 im j/ = 0. 更 进一步 , 左边 的 群 有 唯一 生成 元 
hoo = (oi)x(o), 因此 im i” = 0 从 而 Ext 4 *(H*L,Z,) = 0， 再 考查 以 下 由 
(9.1.3) 导出 的 恰当 序列 

0 = Ext$ tete (gre p, 2,) 035 gestita (gr p, H* L) 

C Ext?" (H*L, Zp) 69 

由 于 Ext! (Zp, Zp) & Zp{o'} 或 者 Z,(o1,05) 而 Ext! * *(Z,, Zp) = 0, 因此 
右边 的 群 有 唯一 生成 元 (i”),(o') READER (i)a), (2) (09), 它们 在 (aa 
之 下 的 象 为 零 . 因此 , 关于 中 间 的 群 的 结果 得 出 . 证 毕 . 

命题 9.2.5 在 p>>7 以 及 主要 定理 A 的 假设 之 下 , 我 们 有 

(1) Ext ^ tetsat1 (A*L, Zp) = Zo tó.m.(o1), 9«m.(05)) 或 唯一 生成 元 baT". 

(2) Ext 19v? ary, H* D) S Zp{hade(™ ^ 1r). (01) Lbs (^ 1r). (o5)1) 
或 唯一 生成 元 hid. (m ^ lr). (o)r, 其 中 be [EL A L, L] f$ OL ^i") 29€ 
[x2«-1r, L] (参见 命题 9.2.3(3)). 
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WE (1) 考查 以 下 由 (9.1. 3) 导出 的 恰当 序列 
Ext, PUT (Zp, Zp) te Exts+3， ta+3a+l gre p, Z p) 
Je, gx ists CM Zp) e; (01). 

左边 的 群 为 零 而 右边 的 群 有 唯一 生成 元 Gac' 或 者 两 个 生成 元 0201, G202( 参 见 假设 
III). 注意 到 jaai = (oi)L :rr = j'n € ma4i18 (参见 命题 9.2.3), 因此 o0, = 
Jearth) = j26«7«(01) 以 及 G2(02) = jl oen (oz), 从 而 关于 中 间 的 群 的 结果 得 
出 . 

(2) 考查 以 下 由 (9.1.3) 导出 的 恰当 序列 

0 = Ext*ttettetl prey 2,) UD, py stStat8a+l (rT, grep) 
(i GEN Ex ts+3， tat3gt1 (pe p, Zp) (a) 

由 假设 TIT, Ext ttrt Z, Zp) 20(r—3,4). 由 (1) 以 及 8 = olr ^d), 右边 的 
FER TE — ERI dum (07) = ()* (6. (m A L) (o7) i 或 者 有 两 个 生成 元 $7. (01) = 
(i")* 6 (m^1r)«(01)r, dm. (05) = (07)* 6. (ALL) (o5) p 它们 在 (aa)* 的 像 都 为 零 , 因 
此 中 间 的 群 有 唯一 生成 元 (m AlL) (o^) n 或 者 有 两 个 生成 元 bu (mA 1r). (01)5, 6. 
(x 人 A1L)s(o9)L. 更 进一步 由 Extst tZ, Zp) =0( r = 2,3) 可 知 Ext t+ 9(D 
H* L) = 0, 因此 由 (9.1.9), Ext ht"? ( H*Y, H* D) = hy Ext 9*1 H* p, H*L) 
并 得 出 所 要 的 结果 . 证 毕 . 

命题 9.2.6 É p7 和 主要 定理 A 的 假设 之 下 , RNA 

(1) Ext ta tati (H*Y, H*L)=0, — Ext? ^ ?( H*Y, Zp) = 0. 

(2) Ext$^ b*et9e*7 (H*Y. H*L) = 0, 7 = 0,1. 

WE (1) 考查 以 下 由 (9.1.9) 导出 的 恰当 序列 

Extst2tat3a( gre p, gre p) ÈB gy m ttatsetl ey, H* L) 

(ju). Ex te+2， tq+2q— (Zp, H*L) © Cs 

由 假设 IL Ext ^**7*(Z, Zp) = O0( r = 2,3,4) 可 知 左边 的 群 为 零 . 由 假设 I 
Ext 和 + (2o2p) = O(r = 2,3) 可 知 右边 的 群 也 为 零 . 因此 中 间 的 群 如 所 求 的 

对 于 第 二 个 结果 , 考查 以 下 由 (9.1.9) 导出 的 恰当 序列 

Extst2tat49t1 prep, z) Ms Extsr2ta+4qa+2(T*Y Z) 

(ju). Ex ud fe 39(7 Zp) 

由 假设 IT: Ext 0 (Zi, Zp) = 0 (r = 3,4) 可 知 左 边 的 群 为 零 . 类 似 地 , 右边 
的 群 也 为 零 , 因此 中 间 的 群 如 所 求 的 为 零 . 

(2) 考查 以 下 由 (9.1.9) 号 出 的 恰当 序列 (r = 0, 1) 

Exts hiat3t" -1 gre p, H*L) Os Exts+ biat3gtr ey H*L) 

(ju). Ext* t ,tg 十 29 十 了 一 2( Z,, H* L) 
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Hie D Ext 生 far (2 = 0 (k = 2,3,4,7 = 0,1) 可 知 左边 的 群 为 零 . 由 
假设 Exit T TT (ZZ) = 0 (k = 2,3,7 = 0,1) 可 知 右边 的 群 也 为 零 , 从 而 中 
闻 的 群 如 所 求 的 为 零 . 证 毕 . 

命题 9.2.7 在 ?2>7 和 主要 定理 A 的 假设 之 下 , 我 们 有 

(1) Extit + (H*W, H* L) S Zy(ów)«(o)r), 其 中 bw € D 1L, W] 满足 
uów = $c [EP] L, L], 而 (oc), € Ext; ^(H* L, H* L) 使 得 (i")*(o)r, = (i").(o) € 
Ext^ *(H* L, Zp). 

(2) Ext; "*(H*Y, H*L) 20, Ext; ^** ! (H*M,H*L) = 0. 

证 (1) 考查 以 下 由 (9.1.11) 导出 的 恰当 序列 

Ext ta Fr L, H* L) 5, Ext?t ta (o H*W. H*L) 

GU gestit z. H*L) 2 

由 假设 IL Ext4 P "*(Z. Zp) = 0 (r = 2,3,4) 可 知 左边 的 群 为 零 ， 由 (i). 
Ext +A Z, H* L) C Ext * * (Z,Z,) 而 后 者 有 唯一 生成 元 hoo = (al)*.(o) = 
(i")* ((01)1)* (c) FB. Ext tZ, Z,)=0, 因此 右边 的 群 有 唯一 生成 元 (al )z))* 
(c) = ((aljr)(o)jz = G"u).(6w)«(e)r, 其 中 (c); € Exi " (H* L, H*L) 使 满足 
(4”)*(o) p= (i"), (c) € Ext'*(H* L, Zp). 更 进一步 , gs((aa)z)s(c)z=0e Ext "toe 
(H* L, H* L), 因此 中 间 的 群 有 唯一 生成 元 (bw):(o)L. 

(2) 考查 以 下 分 别 由 (9.1.9) 和 (9.1.1) 导出 的 恰当 序列 

Ext3 90 1(H*L, H* L) ^5 Exts/e* 9 (HY, H* L) 

GU paqsiet2072(7.— H*L) 
Ext /€**71(Z,, H*L) > Ext5 1*1  (H* M, H* L) 
J*, Exts 4*1 2 (Z,. H*L) 

由 假设 EExt; 4*7 !(Z, Zp) 20(r = 2,3,4) 可 知 上 面 左边 的 群 为 零 . 而 由 假设 T: 
Ext? t- Zp, Zp) =0(r=2,3) 上 面 右边 的 群 为 零 , 因此 上 面 中 间 的 群 如 所 求 
的 为 零 . 类 似 地 , 下 面 中 间 的 群 也 为 零 . 证 毕 . 

命题 9.2.8 在 p>7 和 主要 定理 A 的 假设 (D, (IH) 之 下 , 我 们 有 

Ext? ^ *^(H*M,Z,) = 0 

Ext tat (H*M A L, Zp) & Zp{ (i ^ 1) at ()} 

证 考查 以 下 由 (94.1) 导出 的 恰当 序列 

Ext? 1+2 (ZF Zp) — Ext! **^(H* M, Zp) 

J*, Ext tt (SZ) 2 

由 假设 TIT, 右边 的 群 为 零 或 有 唯一 生成 元 aoi 使 满足 ps (aoe) = ad, # 0 € Ext 77 
(Zp, Zp), 因此 im j = 0. 由 假设 TIL, 左边 的 群 有 唯一 生成 元 ago’ 或 有 两 个 生成 元 
ago’, = px(Q001),a805 = pa (a005), 从 而 有 im i, = 0. 因此 , 中 间 的 群 如 所 求 的 为 零 
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对 于 第 二 个 结果 , SALA PB (9.1.1) 导出 的 恰当 序列 

Exts HH (apr p, zp) CR Exes ttti gre M A L, Zp) 

OME)" Extst tata grep, Zp) 

由 命题 (9.2.4), 右边 的 群 为 零 . 由 于 Q") Ext HHL, Zp) C Ext 4 (Zp 
Zp) = Zzfoaoc = (j").m.(o)) 并 且 Exc! HE (rs, Zp) = 0 因此 左边 的 群 有 唯一 
生成 元 rs(c) 从 而 结论 得 出 . 证 毕 . 

下 面 开始 着 手 证 明 主要 定理 A. 它 将 通过 在 与 球 谱 相 关 的 谱 的 Adams 分 解 中 
进行 推理 来 证 明 . 设 


(9.2.9) 2, p?p 3, YE 3 EQS-S 
[be |b | bo 
YX-?KG. oo KG, KGo 


为 球 谱 9 的 极 小 Adams 分 解 , 使 满足 

(1) E, 55 KG, 55 Er “3 SE, 是 上 纤维 序列 (s 2 0), 它们 导出 Zp 上 同调 群 
的 短 恰当 序列 0 一 HH*Est1 “4 H*KG, ^5 H*E, > 0. 

(2) KG, 是 有 限 个 KZ, 型 的 Eilenberg-Maclane 谱 的 分 次 一 点 和 . 

(3) mKG, 是 Adams 谱 序列 的 Ej" X, (b,6, 1). : mKG, 1 > m KG, 是 
Adams i£ FRR d? 微分 , 并 日 T, KG, & Ext% (Zp, Zp) (参见 文献 [3] p.180). 
因此 , 任意 谱 的 Adams 分 解 可 由 对 (9.2.9) 与 V 作 压 挤 乘积 (smash product) 而 
得 出 . 下 面 先 证 明 一 些 引 理 . 

引 理 9.2.10 在 p>7 和 主要 定理 A 的 假设 之 下 , RNA 

C541 ‘hoo = (1g,,, Na1)K (相差 一 个 系数 ) 
HH ke Titq-1 Es 4.2 使 得 C41 0 = à, k YHE bs+2* K = ago’ € Ttqti K Gs42 S 
Ext tt Z, Zp). 

证 di EI (1c, ,, At yhoo € m4 KGs41 AL RR Ext * (H* L, Zp) 中 的 
元 素 , 而 这 个 群 由 命题 9.2.4 HE, 因此 它 是 一 个 di OR, 从 而 (esi ^l5)(1G,, ^ 
i \hoo = 0, €i: hoo = (Le, 4. N01) f", HER f" € mig Espo. 随 之 有 dsti: (ley. A 
a1) f” = 0, 因此 a41: f" = (le AD); 某 个 fj © Tegtq(Es41 AL). di 循环 
(bs41 ^ lp)ff € Tig Gori ALRI Ext Qt (H* L, Zp) 中 的 一 个 元 素 , 而 这 个 
群 为 零 , 因此 有 (bs41 ^ 15)fZ = (bs+15s ^ 15)g", SER 9” € mugs (IKGs AL). 因此 

2 = (Gs A 1r)g” + (Gs41 ^ 1L)f3, ER f3 € Tetapi Es ^ L, 并 且 有 asi f^ = 
üs41(lE. 3 ^ j")fa + Os(lke, ^j^ )g" = ās+1(1E.42 ^ J)fa + ACs 0 = üsi(lg, ^ 
j")f4 Msi, ET A E Zp, RBAH (lke, ^3" )g" € mu KG, = Ext% (Z5, Zp) S 
Zp{o}. 因此 , f" = (15,15 ^ J")fa + AK + 6541-92; 某 个 gY € Tii KGsa 从 而 有 
C417 hoo = (1g,,, ^ o1) (相差 一 个 系数 ). WE. 
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H T h$-p = hi" jai = 0 (参见 命题 9.2.3(1) 和 (9.1.9), (9.1.5)), 因此 hd = (ly ^ 
j)avAMi, HF ayam € [EH M,Y AM]. B XU H ho = (ly Ajjayami: 3238 — Y 
的 上 纤维 , 由 以 下 上 纤维 序列 所 给 出 : 

(9.2.11) pg 好 y "yp "yg 
更 进一步 由 wa(ly Ajjayam = D: j, rf d: DS — U, 它 的 上 纤维 是 X, 由 上 纤 
维 序列 xg s ID -一 x Ii, pati g 所 给 出 . 因此 , 2X 也 是 w= (ly A7)ayAw : 
EAM —Y 的 上 纤维 , 由 以 下 上 纤维 序列 
(9.2.12) may DA y dus wy Py yati M 
所 给 出 . 这 可 由 以 下 3 x 3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 看 出 : 

mag  ", y 9» yx 

Ni Zayajarvam NY 7% NY 


(9.2.13) £2 M XU 29+! M 
ZU Ni Z8 Nw Zi 
x I y?41g P, y24*1g 


由 于 ju(hd) = 0, 因此 , 由 (9.2.11), ju = uswo, E^ ug € (U, X2*S]. 因此 ， 
(9.2.11) 中 的 谱 U 也 是 wr : X38 一 W 的 上 纤维 , 由 以 下 上 纤维 序列 
(9.2.14) ms Sw Su 29+19 
所 给 出 . 这 可 由 以 下 3 x 3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 看 出 : 
ely 4 ptis = yw 
Nw /Us NT Sw NW 
(9.2.15) U XL XU 
Zw Nu 76 Nh Zw 
w 2% yug | P y 
更 进一步 由 usw = 01, Wws : W 一 x 的 上 纤维 是 Xp 由 以 下 上 纤维 序列 
(9.2.16) W m3 x U^, pat MENDY) yy 
所 给 出 , 其 中 w e (LAL, W) [18 wlr ^i") = w. 这 可 由 以 下 3 x 3 引 理 的 同 伦 
可 换 图 形 看 出 : I 
w “3 x J5 peg 
Nus ZU Nw — 7j" 
(9.2.17) U Say 
JE Nus Z4 NON) 
Mag =. ptis = EW 
5/32 9.2.18 (1) dy € [99-1 L, W] 为 命题 9.2.7 中 的 映射 使 满足 wb = 
$ € [2«-1 L, L], 则 
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(1) uwsów (p ^ 1r) #0 € [Z9 1L, X]. 

(2) Ext ** 9471 (H* X, H*L) = 0, 

Ext^' 99 H* X, H*L) = (üws),Ext? ^4 (H*W, H* L) 

WE (1) i ŭwspw (prl) — 0, MH (9.2.16) 和 命题 9.2.3(1) 中 关于 [2971 L, L] 
的 结果 我 们 有 
(9.2.19) QÓw(p^lr)- Aw'(^lp)ó modulo F3[X947!L, W] 
某 个 E Zip, 其 中 PEL, W] 表示 [9971 L, W] 的 所 有 filtration > 3 的 元 素 
所 组 成 的 子 群 . 更 进一步 注意 到 ww'(rA1z) € [L L], 而 这 个 群 有 两 个 filtration 1 
的 生成 元 (p ^1r),73", 因此 uw'(m ^ 15) = Ai(p ^ Lz) + Arj”, HER M, A2 € Zip. 
由 (9.1.13) 可 得 Aip (a1), + Az(o1)rmj" = 0, 从 而 有 Ao = Ao 和 1, 这 里 我 们 用 到 
了 等 式 (a1)L7I” = —Aop: (Qi)L, ^o Z 0 € Zp. 因此 , 对 (9.2.19) 合成 久之 后 我 们 
有 é(p^lr)- udy(p A lz) = Mw (ra 1r)ó = A\16(p A^ 1L) + AAgAu Tj" $ (mod 
F3[322-1 L, L]), 从 而 由 (9.1.9) 有 holp ^ 1r) = AMRó(p ^ 15) (mod F3[Z74L,Y]). 
这 蕴涵 AA; = 1 (mod p) (参见 以 下 注 9.2.20). 因此 我 们 有 AA1A077” = 0 (mod 
Fa [X2271 L, L]), 而 由 类 似 如 以 下 注 9.2.20 的 理由 , 这 蕴涵 AA Ao = 0 (mod p), 从 而 
产生 了 了 矛盾 . 

(2) 考查 以 下 由 (9.2.12) 导出 的 恰当 序列 

Ext; 9«( py, H* L) "3" gyastetse71( H* X, gr L) 

Os Ext^ t 0-1 (H* M, H*L) 

由 命题 9.2.7(2), 两 边 的 群 为 零 , 从 而 中 间 的 群 如 所 求 的 为 零 . 再 考查 以 下 由 (9.2.16) 
导出 的 恰当 序列 

Extst ie 30 ( H*W, H*L) Ps Extst tata H*X, H* L) 

OF ptt ote 71 (rp, H*L) 
由 假设 Ext (Zp, Zp) = 0 (r = 1,2,3) 可 知 右边 的 群 为 零 . 因此 结论 得 出 . 
证 毕 . 

注 9.2.20 ”这 里 我 们 给 出 解释 , 为 什么 等 式 (1 一 XXa)pnb(p ^ 15) = 0 (mod 
F3[Z?« L, Y ]) 中 的 系数 必 为 零 (mod p). 不然 的 话 , 如 果 1 一 AA: F 0 (mod p), 则 
(1—AA1)hb(pA1z) 在 Adams 谱 序列 中 必 由 某 个 非 零 元 素 € Ext4 ?+  (H*Y, H*L) 
所 表示 .可 是 , 另 一 方面 它 又 等 于 一 个 filtration > 3 的 元 素 , 因此 r 必 是 某 个 d2 
边缘 : x = d(x’) € dyExt?* (H*Y, H*L) = 0, 这 是 因为 Ext; **  (H*Y, H*L) = 
Hom? (H*Y, H*L) = 0, 由 HL Z 0 仅 当 7 = 0,4 得 出 . 这 发 生 了 矛盾 , 从 而 有 
1 — AA, = 0 (mod p). 

引 理 9.2.21 对 于 引 理 9.2.10 中 的 & € mgt Este, 已 知 它 满足 41: & = Coo 
以 及 bs42°K = a00" € Tu 41KGs,45 S Ext? ^4*1(7, Zp), 则 存在 f € Tiq 3 ES 44^M 
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Al 9 € Meq41(KGo41 ^ M) 使 得 

(A) (Ley. ^ $)& = (C541 Alu )g + (Gs+2G543 Alu )f 
并 且 

(B) (lewis ^ (ly Aj)ayam)f : (a1), = 0 € [E+ L, E, L4 AY], 
其 中 ayam € [22H M,Y ^ M] 使 满足 (ly A jjayami = họ € nooY. 

证 注意 到 di 循环 (bo 和 Al)(1P Aik € MqtiKGsi2\ M 表示 一 个 元 
素 ilad’) = ip(a’) = 0 € Ext?! ^ ** (H* M,Z,), 从 而 它 是 一 个 di OH. B 
(bs+2 ^ lu)(1g,44 ^ i) = (bs+25s+l ^ 1a)g, 某 个 9 € Tei KGsa ^M .因此 由 
Ext?! ^4 ^( H* M, Zp) = 0 (参见 命题 9.2.8), RITE (le... ^) = (G41 ^ lan)g + 
(üsi2üs43 ^ lm)f, FER f € Tiqus E444 ^ M. 这 证 明了 (A). 对 于 (B), 注意 到 命 
Ei 9.2[3(1) 有 9 - p = i"jo?i (相差 非 零 系数 ), 因此 he:p = hi"jo^i = 0, 从 而 
hd = (ly ^ j)avAui, 某 个 ayam € [29 M,Y A M]. 因此 , 对 等 式 (A) 合成 于 
lg, A (ly ^ j)avAM 可 得 
(9.2.22) (lz... ^ hd) = (1p, 4; A (ly ^ j)avaMü)K 

= (Gs420543 ^ ly)(1E,,4 ^ (ly ^ jjayam)f 

其 中 (ly A7J)ayAw Sth Z, 上 同调 群 的 零 同 态 从 而 (C+ ^ lv)(1xa,,. ^ (ly ^ 
j)av^M)g = 0. 

通过 对 (9.2.22) 合成 于 (o1) n 之 后 我 们 有 (GspoGs4aAly)(1e,,,A0yAjayvam)f: 
(ai)L = (lp ^ R)(& ^ 15)ó - (ai)r = 0, 这 是 因为 %. (al)z € [Z9* ?L, L] = 0, 由 
Trq-2S = 0( r = 2,3, 4) 所 得 出 . 因此 我 们 有 

(ās+3 ^ ly)(lg, 4 ^ (ly Ajjayam)f (oar = (s42 Aly)gi = 0 

其 中 di 循环 gi1 € [Z+ L, KG,,2 ^Y] 表示 Ext4 4 (H*Y, H* D) 中 的 元 素 ， 
而 这 个 群 为 零 (参见 命题 9.2.6(1)), 因此 它 是 一 个 di 边缘 , 从 而 有 (Esto ^ly)gi = 
0. 简 记 (ly ^ j)ayaM =w, #HS V J (ly A (œi) w ^ 1p) =w: (lm 人 (Qa1)L): 
239-1M 和 A 工 一 了 的 上 纤维 , 由 以 下 上 纤维 序列 
(9.2.23) y3«-1 M a LEAO) y w, y t4, yM AL 
所 给 出 . 随 之 有 (ases ^lv)( e 4, ^ly AlL) (WALSALL) = (ases ^lv)(» g^ 
(ly ^j)avAM)f -(o1)r = 0, 因此 由 (9.2.23) RITA (assa ^lAL)(f ^l) = (15,44 ^ 
u4)fa, 某 个 fo € [E+ L, Es AV]. 随 之 有 (bs43 ^l MALY(l E, 5 ^ua)f2 = 0, M 
而 有 | 
(9.2.24) (bs43 A 1v)f2 = (1KG,43 ^ w4)go 
A go € [E+ L, KGs43 AY]. 因此, (bs44és43 ^ ly)(1«G,,5 ^ wa)go = 0, 从 而 
(bs i48 43 ^ lv)go € (1kc,,4 ^ (ly ^ (a1) 2 (w ^ 1r). [Z* L, KGs+4 ^ M AL) = 0. BẸ 
go 是 一 个 di 循环 , 它 表 示 一 个 元 素 [ge] € Ext st ^ie t9e ? (ry, H* L), 而 这 个 群 有 
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两 个 生成 元 , (参见 命题 9.2.5(2)), 因此 有 
(9.2.25) ~ [ga] = h.d.(m ^ 1p). Oa [o] A 1o] + alos ^ 1z]) 
HE Ay, Ag € Zp. 由 (9.2.24) 可 知 

(wa). [go] = Ey tetatsate (yn) — Exts a tet3ot2 (H*V, H*L) 


在 Adams 谱 序 列 中 是 一 个 永久 循环 . 可 是 , (ly ^ (a1)L)(w 人 1z) 是 一 个 filtration 2 
的 映射 , 因此 上 纤维 序列 (9.2.23) 导出 一 个 Zp- 上 同调 群 的 短 恰当 序列 , 而 且 这 个 
序列 作为 A 模 是 分 裂 的 恰当 序列 . 即 它 导出 Adams 谱 序 列 的 Ei- 项 的 分 裂 的 恰当 
FA Ey) POs pty) COs Bt3*-34(M A L). 随 之 , 它 导出 Adams 谱 序 
列 的 Er- 项 的 分 裂 恰 当 序 列 (r > 2) 

(9.2.26) Est3*(Y) US). Est3*(V) C; Est3,*-39(M A L) 

因此 , qd; ((w4).[g2]) = 0 蕴涵 d. ([g2]) = 0(7 2 2). BH (9.2.24) 蕴涵 [gz] 在 Adams 谱 序 
列 中 是 一 个 永久 循环 . 由 Adams 谱 序列 二 阶 微分 为 零 : qz[gz] = 0 以 及 do(o) = aoc", 
而 o 是 ci,c2 的 线性 组 合 , 可 知 Xi, Ao 线性 相关 . B (9.2.25) 变 成 


[g2] = NER NC, ^ 1r). [c" ^ lr| 


现在 分 别 讨 论 A 非 零 或 为 零 的 两 种 情况 . 

若 Xi #0, (9.2.24) FAH [g2], 从 而 hd. (m ^ lp).|o' ^ 1r] e E57 99? (y) = 
Ext ^4 «7 (*Y, H* L) Æ Adams 谱 序列 中 是 一 个 永久 循环 . 更 进一步 , 由 (Goa 
ly)(1g,,, ^ (ly Aj)ayam)f (ai)z = 0, 我 们 有 

(le... ^ (ly ^ j)avAM)f : (QL = (Gs+3 ^ ly )g3 
A di 循环 gy € [2ta+3q+27, 开 Ge+s ^ Y], 而 它 表示 元 素 [ga] € Ext4 70747 
(H*Y, H* L), 从 而 有 [g3] = Rada (4A 1z) «(As lo, ^lr] - Aslo ^lr]), & As, A4 € Zp. 
由 以 上 等 式 以 及 (ly ^ (a1)t)(w ^ 1r) 具有 filtration 2 可 知 二 阶 微分 da([gs]) = 0, 
从 而 由 和 以 上 类 似 的 理由 可 知 As, X4 线性 相关 . 即 [gs] = Ashaga(m ^ 1z)«[o” ^ 1z], 
KAMA (Leva, ^ (Ly 人 人 (a)r)(w ^ 15))(f AlL) = (Gs43 Aly)g3 = 0, 结论 得 证 . 

AG Xi = 0, 则 go = (bs43@s42 ^ ly)ga, 某 个 g4 € [Ett ^L, KGs+2 ^ Y], 而 
(9.2.24) 变 成 (bs43 ^ lv) fo = (bs430s42 Alv)(Lxrcss ^ wags. 最终 我 们 有 fo = 
(C2 ^ ly)(1ka,,5 ^ w4)94 + (Gs43 ^ ly)fa, HER fa € [Ett L, Esy4 AV], 从 而 
有 (sis ^ lMALY(f A 1L) = (1g,,4 ^ ua)fo = (Gs43 ^ lAL)(lg, 44 ^ ua)fa.. 因此 ， 
(f ^l) = (lg, 4 ^ua)fs + (Gs43 ^lMAL)gs, 某 个 gs € [254 993 L, KG 43 AM AL], 
从 而 由 (9.2.23) 我 们 有 (1g, A (ly Alaw ALL) (SALL) = (es43^lv)(1xG,,5 ^ 
(ly 人 (a1)L)(w ^ 1r))gs = 0 (这 是 因为 (al)z 导出 Z- 上 同调 群 的 零 同 态 ). 证 毕 . 

主要 定理 A 的 证 明 我 们 将 继续 引 理 9.2.21 中 的 推理 . 注意 到 (9.2.23) 中 的 
HE V 也 是 (Ly 和信 wi”) 多 :XX 一 DIM AW 的 上 纤维 , 由 以 下 上 纤维 序列 


. 174- 第 9 章 球面 稳定 同 伦 群 的 一 序列 新 元 素 族 


(9.2.27) XS ya AW 2S y "5, DX 
所 给 出 , 这 可 由 以 下 3 x 3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 看 出 : 
33q-1MAD — Y 5 yx 
MIM^GUL Zw Nu, Fu NY 
(9.2.28) £M V XM 
Pb NEM” Pus Nus Zimno) 

X — XAMAW ““S PMAL 
由 引 理 9.2.21(B) 和 (9.2.23), f ^ dr = (1g,,, ^ ua) fs, 某 个 fs € [EtL 
Es 44 ^V], 从 而 由 引 理 9.2.21(A), 我 们 有 

(Gs424543 ^ lAL)(1g,,4 ^ Ua) fs = (as+20s+3 ^ luAL)(f ^ lp) 


(9.2.29) = (1g, 4 AEAlp)(&Alp)— (Gs1^luAL)(gAlr) 


BAZ A (a5854185420s43 ^lMAL)(lg, 4 ^U4)fs — 0, 从 而 (a5a54185420543 ^lv)fs = 
(lg, ^ wa) fe. 某 个 fo € [E599 1L, E, AY]. BRA (b ^ 1y)(1g, ^ wa)fe = 0, 
因此 (b, Aly)fe = 0, 并 且 由 Ext ^ 9*"(H*Y, HD) = 0( r = 0,1, 参见 命 
题 9.2.6) RITA (asas 185420543 ^ ly)fs = (üsüs41üs42 ^ ly)(15g,,4 ^ wa)fz, 某 个 
fr € [ET L, Es+3 AY]. 随 之 我 们 有 

(9.2.30) (as+10s+20s+3 ^ ly) fs =(Gs414s42 ^ ly )(1p, 4 ^w4)fz + (Gs ^lv)ge 

某 个 di 循环 ge € [E+ D, KG,AV], 它 表示 一 个 元 素 [ge] € Ext; ^  * (H*V, H* L). 
注意 到 di 循环 (bs+3 Aly) fr € [EtL KGs ^ Y] 表示 一 个 元 素 [(bs+3 A 
ly) fz] € Ext? ^ ?* ^ CH*Y. H* L) 有 两 个 生成 元 (参见 命题 9.2.5)(2)), 因此 [(bs43A 
ly) fz] = Nh. d. (x ^ 1r)«[o] ^ Lz] - A" hod. (m ^ lp)«[o? ^ 1r] , HEA N, A € Zp. B 
二 阶 微分 为 零 : 0 = d2[(bs+3 Aly) f] 可 得 出 入 ,和 线性 相关 . 因此 我 们 有 

(9.2.31) — [(Bang Aly) fz] = X hod. (m ^lr).[o! Alt] e Ext! 9*9? ? (HY, H*L) 
我 们 推断 , (9.2.31) 中 的 入 DE. 这 可 证 明 如 下 . 

等 式 (9.2.30) 意味 着 Adams 谱 序列 的 二 阶 微分 dolge] = 0 € ESTP 
(L,V) = Ext? ^«*9«*! H*V, H* D), 因此 [ge] e ESTUL, V) 并 且 三 阶 微分 
(9.2.32) dslge] = (wa)«[(be43 A ly) fz] € E34 4^ (L, V) 
注意 到 (w ^lp)(lu ^(oi)p)G Alp)r = (ly ^j)ayAMi(o1)rnT = holai) =0. 这 是 
因为 9(o1)L € [29477 L, L] = 0, 由 trq-25 = 0 (r = 2,3,4) 所 得 出 . 因此 ,由 (9.2.23), 
(i 人 lL)7 = uT , $A 7 E [24S V] 而 且 它 具有 filtration 1. 更 进一步 , uar-p = (i^ 
1pyr-p = 0, 因此 , 由 命题 9.2.3(4), T-p = Awahó(n ^ lp), X rE Z(p)- 这 个 系数 入 
必 为 零 (mod p), 这 是 因为 等 式 左边 具有 filtration 2, 而 右边 具有 filtration 3 (参见 注 
9.2.20 以 及 Ext * (H*V, Zp) = 0, 由 Ext ^ ** (H*Y, Zp) = 0 = Ext; **  (H*M ^ 
L, Zp) MIE). RA, 由 命题 9.2.3(4) RIE 7: p = 0, 从 而 7 = Ti, $I 7 E 
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[Z^ M, V]. 由 于 (u4)«(1)*[gs] € Ext *** (H*M AL, Zp) = Ze((^lp)«(m).(o)) 
(参见 命题 9.2.8), 因此 (ua).m" [ge] = Aoli ^ 1p)«m«(o) = Ao(ua)«(Ti).(o), FE Ao € 
Zp, 从 而 由 (9.2.23) 我 们 有 [ge] = Aor. i. (o) € Ext?! 99*  CH*V, Zp), 这 是 因为 
Ext bete H*Y, H* p) = 0 (参见 命题 9.2.6). 由 假设 do(o) = ago’ = p. (o) € 
Exts tti Z, Zp), 因此 doi.(o) = 0, 从 而 is(o) € Etti (S, M)， 更 进一步 ， 
Epjtt*(s M) —Ext* 7 (H* M, Zp) «0 (参见 命题 9.2.8) 因此 E35? (S, M)— 
0， 从 而 三 阶 微分 dai.(c) € EST?" (S,M) = 0. HF [ge] = 3o(7)«i«(o) € 
Ez HHS, V). 因此 n* [ge] = Aor. (i. (o)) € BST ** +S, V), 从 而 有 
dan” [ge] = Aods(7)«(i«(o)) = Ao(7).ds(i.(o)) = 0 € E3* Tt (S, V) 
由 (9.2.32), (wa)am*[(bs43 ^ 1y)fz] = dar*[ge] = 0 € E$3^^*)?4*?(S, V). 另外 , 由 
分 裂 恰当 序列 (9.2.26) RIJA m* [65.3 ^ 1y)f7] = 0 € E574 (S, Y). 因此 ,在 
E2- 项 中 , m* (bs ^ ly) fz] 必 是 一 个 do 边缘 , 即 
n*[(bs43 A ly) fr] € do E! t+ 12(S,Y) = d; Ext? ^t? (HY, Zp) = 0 


(参见 命题 9.2.6(1)). 因此 , 由 (9.2.31), Vh. (v Alz)atts(o’) = 0. ZART RAN 
HE (参见 命题 9.2.9(3)), 证 明了 以 上 推断 . 

因此 , (9.2.30) FEM (Gs41Gs42Gs43Alv) fs = (Gs41Gs420543Nlv)(1e,,,\wa) fs + 
(Cs Alv)g6, HER fs € [Z9 99 L, E, AY]. 通过 合成 le, Aus 于 以 上 等 式 我 们 
有 (dstidst2dst3 ^ lx)(1g, 4 ^ us) fs = (Gs414s42G543 ^ 1x)(1g, 4 ^ Uwe) fg (参见 
(9.2.28)), 这 是 因为 (eG ^lx) (1, ^us)ge = 0 Hl (Lra, ^us)ge € [494271 L, KG, A 
X) 表示 Ext, ^" ' (H* X, H*L) = 0 (参见 引 理 9.2.18(2)) 中 的 元 素 所 得 出 . RA 
我 们 有 


(Gs+2Gs+3 ^ 1x)(1g,,. ^ us) fs 
(9.2.33) MN ` ! 
= (d5420543 ^ 1x)(1g, 4 ^ Uw) fa + (Es41 ^ 1x)g7 


某 个 di 循环 g7 € [E/4 99H L, KG,,1 ^ X] 使 得 [gz] € Ext"  (H* X, H* L). 

现在 证 明 (C41 ^ 1x)gz = 0 W F. 由 引 理 9.2.18(2) 以 及 命题 9.2.7(1), [97] = 
Ag (tiws)«(y)elo A 11], 而 等 式 (9.2.32) 意味 着 二 阶 微分 do[gz] = 0. 由 于 da(o) = 
ago’ = ps(a') € Ext ** (Z,, Zp), 因此 Ag (tiwa)« (by )*(PA1z)«lo’ ^lr] = da[gz] = 
0 € Exts+3ta+ + (A* X. H* D). 由 引 理 9.2.18(1), XAT As = 0, 从 而 gr 是 一 个 
dy 边缘 使 得 (zs41 Alx)g7 = 0. 

因此 , (9.2.33) 变 成 (Gs42Gs43 ^lyAw)(1g, 4 \Us) fs = (Gs42Gs43 ^lx)(1g, ^ 
zwz) fs, 从 而 由 (9.2.28), (9.2.12), 有 (à, 420543 ^ lu )(1g 4 ^ (lm A (on) z)Ua) fs = 
(Ās+2ās43 ^ 1M )(15,,4 ^ Pus) fs — 0. 另 一 方面 , 通过 合成 (lz... ^ 1r ^ (01) 1) 于 等 
st (9.2.20) BATA (1g, 4 ^) (oD = (Lg, a ^ laa ^ (o3) L)(1e, 4 AE A LE) (KRALL) = 
(85428543 ^ lu)(1g, 4 ^ (lm ^ (01) r)u4) fs = 0. 


随 之 我 们 有 
(9.2.34) k:(a)L = (lg,,s ^ D)fo 
FET fo € [E99 L, Es]. 因为 bs42 K = ago’ = px(0') € Ext?! ^ ** (Zp, Zp), 因此 
K+ (aL 提升 为 映射 f € [Ett 1L, E, a] 使 得 bois f RIR px ((a1)z)«[o’ ^ 1r] 4 
0 € Ext? ^'e*e*1(7. H*L) (参见 命题 9.2.3(1))， 因 此 , 由 (9.2.34), p. [Bere - fo] = 
ps((a1)z)«(o’A1z], 从 而 [bs+2: fo] € Ext? It (Z, H* L) 必 等 于 ((o1)r)«[o' ^lr], 3X 
是 因为 所 在 的 群 有 两 个 生成 元 ((01) )«[o1 AlL], ((a1)z) «(09 ^ lz]- id én,st2 = foi”, 
则 
(9.2.35) K: a = (lg,42 ^ p)En,s+2 
使 得 bso -En,s+2 = hoo’ € Ext?! I+ (Zp, Zp) 并 且 由 引 理 9.2.10 我 们 有 (zs+t A 
1M)(LKcs At)hoo = (1g,,, ^i): 0, = 0. 这 证 明了 主要 定理 的 第 二 个 结果 . A 
Sh, 由 (9.2.35) 和 引 理 9.2.10(2), ao061:…asti(lg, 2 A P)En,s+2 = 0, 证 明了 & = 
GoG1---Gs41- én,s+2 € Nigtg-s-29 是 一 个 p 阶 元 素 并 且 它 在 Adams 谱 序 列 中 由 
hoo’ € Ext? It (Z, Zp) 所 表示 . 证 毕 . 

it 9.2.36 主要 定理 A 还 可 以 得 出 更 进一步 的 结果 . 由 (9.2.34), s- (a)r = 
(les ^ p)fo, 因此 有 (1g, ^ i) (on)r = 0, 从 而 (ley, ^ In ^ i)(& ^ 11) = 
(1g, 4 Alr AS)(& Alp)((o1)r AlL)” = 0, HR i" € gL AL (849 ((on)r AlL" = o. 
容易 证 明 , (KA1L)O = (Ce Alt)od, KH od € niqta KGs+1 AL) 是 表示 ($):(0) € 
Ext4 "*'"*(H*LZ,) 的 di 循环 . 因此 我 们 得 出 (ds41 A loam )(ke.y A dod = 
0. RED, (lr A i)o) € Ext! | * (H*L ^ M, Zp) 在 Adams 谱 序 列 
中 是 永久 循环 ， 另 外 , 由 (9.2.35) 有 Enero = foi", 因此 (LkG,42 A Qi)én,st2 = 
(1xa,,; ^01) fot” = foi” o4 = 0 从 而 En, s42 = (LEs, ^j") fo, EA fo € rigt2q Es42^ 
L. FF éns42 YE Adams 谱 序 列 中 由 hoo’ = (j").9.(o") 所 表示 , 因此 fo 在 
Adams 谱 序列 中 由 (¢).(0’) e Ext ^ **(H* L, Zp) 所 表示 . 也 就 是 说 (¢).(0’) € 
Ext? ^«*^ ( H* T, Zp) 在 Adams 谱 序列 中 是 永久 循环 . 这 些 是 主要 定理 A 的 更 强 
的 结果 . 
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在 本 节 我 们 将 证 明 , 在 一 定 的 假设 之 下 , 元 素 iLi * (hoo) € Ext? ^ *(H*V(1), 
Zp) 在 V(1) 谱 的 同 伦 群 中 的 收敛 性 可 以 导出 元 素 芭 和 (goc) € Ext "Pe? H*y 
(1), Zp) 的 收敛 性 . 我 们 有 以 下 主要 定理 . 

主要 定理 B (文献 7] 定理 工 的 推广 ) 设 p> 5,s<4,Ext%(Zp,2p) = Zp{o}, 
Ext "ta(Z,, Zp) = Zp{hoo}, Ext?! t+ Z, Zp) € Zp{G20} 并 且 有 

(I) Ext t+7rqa+v(Z Zp) =0, 4r =1,u=—1,1,2,3 er = 2,u = —1,0,1,2,3. 
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Exit Zp Zp) 为 零 或 有 (一 个 或 两 个 ) 生成 元 o 使 (都 ) 满足 aoc! 4 0. 

Ext?! (Zy, Zp) —0?4r— —2, 1,2,3 而 当 7 = 1 有 唯一 生成 元 aoc 使 满 
kt ago #0. 

Ext? ** Zp, Zp) = 0 BÈ zp{hor’}, Exts^; It! (Z,, Zp) = 0 3X zp{aor’}. 

Ext tratu Z, Zp) = 0, u = 1,2,r = 1 Mu=—1,0,r=-1. 

(II) 44i, (hoo) € Ext!" ** *(H* K, Zp) 在 Adams 谱 序列 中 是 永久 循环 ， 

则 tix (goo) € Ext ^ 4 *** ^( H* K, Zp) 在 Adams 谱 序列 中 也 是 永久 循环 , 并 且 它 
收敛 到 Aigppgt2g-s-2K 的 一 个 非 零 元 素 . 

为 了 证 明 主要 定理 , 我 们 需要 有 关 M 模 谱 之 间 映 射 的 导数 算 子 (参见 定理 
6.4.3, 定理 6.4.8, 定理 6.4.14) 以 及 一 些 低 维 Ext 群 的 知识 , 这 些 结果 将 在 主要 定理 
B( 特 别 是 以 下 的 定理 9.3.9) 的 证 明 中 用 到 . 

命题 9.3.0 在 p>5,s< 4 及 主要 定理 B 的 假设 之 下 , 我 们 有 

(1) Ext! **(H*M,Z,) = 0, 4 r = 1,2,3, 

Ext% **"(H* M, H*M) = 0, 4 r = 1,2. 
(2) Ext! t" (Z, H*M) = 0 %4 r — 0,1, 
Ext? t" (H*M, Zp) = 0 24 r = 1,2, 
证 (1) 考查 以 下 由 (9 1.1) 导出 的 恰当 序列 (r = 1,2,3) 
Ext ^" (Z,, Zp) S Ext! It (H*M, Zp) Js Exts+ltqatr 1 Zp) 93 


Hit, 左边 的 群 当 7 = 2,3 为 零 而 当 r = 1 时 有 唯一 生成 元 ao = plo) 使 得 
imi, = 0. Ai, 右边 的 群 当 7 = 3 为 零 , 4 r = 2 有 唯一 生成 元 aoo 使 满足 
p, (aoo) = adc 40. HR, 右边 的 群 当 7 = 1 为 零 或 有 (一 个 或 两 个 ) 生成 元 o 使 
(都 ) 满足 p.(o^) = ago’ #0. 因此 , 以 上 的 p. 单 射 从 而 有 im j = 0. 这 证 明了 中 间 
WRN, 从 而 得 出 第 一 个 结果 . 第 二 个 结果 可 由 第 一 个 结果 直接 得 出 . 

(2) 考查 以 下 由 (9.1.1) 导出 的 恰当 序列 = 0,1) 

Ext HELZ, Zp) D Extst + (Z,, H* M) 75 Ext" (Zp, Zp) 2 
由 设 , 左边 的 群 当 7 = 1 为 零 而 当 7 = 0 有 唯一 生成 元 ago = p* (o), 从 而 im j* = 0. 
右边 的 群 当 7 = 1 有 了 唯一 生成 元 aoc 使 满足 p*(a00) = ago 40. 右边 的 群 当 7+=0 
HERA (一 个 或 两 个 ) 生成 元 o! 使 满足 p*(o') = ano’ #0. 因此 im i* = 0, 从 而 
PA SE BrSR B AS. 第 二 个 结果 的 证 明 类 似 . VERS. 

命题 9.3.1 在 p> 5,s 4 以 及 主要 定理 B 的 假设 之 下 , 我 们 有 

(1) Ext®;4(A* M, H*M) Zp{6} 使 满足 

i*(&) =i(0) € Ext; (H* M, Zp), jx(@) = j' (c) € Ext" (Zp, H*M). 

(2) Ext?" "4 * (H* M, H*M) © Zy((i3)«o« (8), o«(13)* (6) ， 

(3) Ext?! -'e*e*! H* M, H* M) S Z,{a.(&) = o*(8)), 
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(4) Ext "^ * (H*K, H*M) * Z, (iL (ij). o (8) = iz (01 ^ 1ai)«(8)), 
其 中 oy joi: 09-15 — S Tij a, : Ext; "(H* M, H' M) 5 Ext tat! 
(H*M,H*M) ze a: 34M 一 M 导出 的 联接 同 态 (BRIA AS). 

证 (1) 考查 以 下 由 M 1.1) 导出 的 恰当 序列 
0 = Ext$t t (H*M, Zp) 5 Exc" (H* M, H*M) 5 Ext®;""(H*M, Zp) P» 右边 的 群 
有 唯一 生成 元 加 (c), 这 是 因为 Ext; (Zp, Zp) = 0 (24 r = 1) M4 r = 0 AME 
生成 元 o. 更 进一步 , p'i.(o) = i.p*(o) = i.(ao0) = i.p.(o) = 0, 因此 中 间 的 群 有 唯 
一 生成 元 5 188 i (6) = ilo), 这 正如 所 求 . 而 第 二 个 关系 式 类 似 可 证 . 

(2) 由 设 Exc! tZ, Zp) 有 唯一 生成 元 hoo = jeOni. (0) = jæi (č), 因此 
结果 由 以 下 由 (9.1.1) 导出 的 恰当 序列 立即 得 出 

P, Ext5 bietet Or M, Zp) È Exit hiata( H* M, H*M) 

7, Exit hiata(H*M, Zp) 25 

其 中 右边 的 群 有 唯一 生成 元 i*(ij).o.(0) = (ijji) 使 满足 p" (ij). asio) = 
(ij)xQxixpx(0) = 0 而 左边 的 群 有 了 唯一 生成 元 axis(a) = i*o.(6). 

(3) 考查 以 下 由 (9.1.1) 导出 的 恰当 序列 

Ext?! i^? (gr M, Zp) 2 Extst iatat!(H*M, HM) 

aan Ext5 t ta+9+1( H*M,Z ») 卫 ， 

左边 的 群 为 零 , 这 是 因为 由 设 当 7 = 1,2,3 时 , Ext 1 11 (Z, Zp) = 0. 右边 的 群 
有 唯一 生成 元 (ai),(c) = i*o.(6), 这 是 因为 Ext? re Zo Zp). Sr = lI 
而 当 r = 0 时 有 唯一 生成 元 hoo = jelai) (o). 另外 , p*(ai).(o) = (od).p.(o) = 0, 
因此 中 间 的 群 如 所 求 的 有 唯一 生成 元 o (0). 更 进一步 可 得 as(5) = o* (6), 这 是 因 
Ay i*j.o«.(0) = j«a.i.(o) = hoo = (jai)* (o) = i* j.a" (6). 

(4) 考查 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 

Extst liata( H* M, H*M) 55 Exis 9 H*K, H*M) 

^, Eytt 71 (H* M, H* M) 5 

由 假设 Ext (Zp, Zp) = 0(34 = 1,2) 而 当 r=0 有 唯一 生成 元 "' ,因此 右边 
的 群 有 唯一 生成 元 (3) (07) 使 满足 alij) (o) = j asilo) #0 E Ext? *(H* 
M, H*M). 因此 Ext?! + (H* K, H* M) = i Ext" * (H* M, H* M) E — ER 
元 (1). (i3).o.6 = i; (o1^lw)«(8), XA A (o3 ^1a)«(8)  (03)«0« (6) a(i) (ő), 
由 al Aly =ijo — aij 所 得 出 . 证 毕 . 

命题 9.3.2 在 p>5,s<4 以 及 主要 定理 B 的 假设 之 下 , 我 们 有 

(1) Ext! be*?etT(H* K, H*M) = 0, r = 0,1,2, 

Ext! ltat29t1( g e Zp) = 0. 
(2) Ext®t?*4t9+" H* K, Zp) = 0, r = 1,2,3, 
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Exts atat" (aK, H*M) = 0, r = 1,2. 
(3) Ext "I * (H* K, H* K) & Zp{(hoo)'} 使 得 (i')*(hoo)’ = (dijo). (8). 
WE (1) 考 在 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 
Ext^! entr pre M. H* M) 55 Extt t+ (H+ K, H*M) 
^, gast hatat- (H*M, H* M) S 
左边 的 群 帆 假设 Ext 77 (Z, Zp) 2035 u = -1,0,1,2, 因而 为 零 . 右边 的 
群 当 7 = 0 时 有 唯一 生成 元 (ij)*(ij).o«(8) ， 当 了 = 工时 由 两 个 生成 元 (6)«0« (9), 
(ij)*o.(6), M r = 2 时 有 唯一 生成 元 ač) (参见 命题 9.3.1(3)). 我 们 推断 (i) 
os (ij) (tj) ne (6) #0 . (ii) o. [A1 (49) eu (5) + Aran (77)*(F)] F 0. (ili) oo, (8) F 0. 
因此 , 以 上 o, 单 射 从 而 im7 = 0. 这 证 明了 Ext4 7 7 "(H*K, H*M) = 0 %4 
r=0,1,2 并 有 旦 由 此 可 得 Exc? het (H*K, Zp) = 0. 

为 了 证 明 以 上 推断 , 回顾 假设 有 Goo = j.a.ovi.(o) 4 0 € Ext 29 (Zz, 
Zp), 因此 i (820) 4 0 € Ext "t (H* M, Zp), 这 是 因为 由 假设 有 Ext t? 
(Zp, Zp) = 0. 另外 , 我 们 也 有 六 和 (aaa) 4 0 € Ext 7 7 (H* M, H* M), 这 是 因为 
Exts+ t+? (H*M, Zp) = 0. 因此 , 由 2aija = ijo? + o2ij, 我 们 有 


On (i) (49) xO (F) = j* Oru (49) 4 asis(a) 
(9.3.3) 


= 5i*(if)OnOvie(o) = 3j*i. (29) #0 
这 证 明了 以 上 推断 (i). 对 于 推断 (ii), 
o [M (ij) xæ (8) + A20 (33)" (8)] 
= Ii). a.a« (3) + (FA; Masa. (ij)! (4) #0 | 
这 是 因为 这 两 项 线性 无 关 , 由 (ij)axa lij) (6) #0 (参见 (9.3.3)) 所 得 出 . 推断 (iii) 
是 直接 的 , 这 是 因为 jaxQx(6) = jxQxQxix(0) = G20 #0. 
(2) 考查 以 下 由 (9.1.2) 导出 恰当 序列 (r = 1,2,3) 
Exi theta H* M, Zp) “2+ Exts I 7 (H* K, Zp) 
I., pytt hiatr-1(H* M, Zp) 25 
左边 的 群 当 r = 2, 3 时 为 零 , 这 是 因为 假设 有 Ext% Zp, Zp) = 0( u = 1,2,3). 
左边 的 群 当 7 = 1 时 有 唯一 生成 元 axis(o), 因此 任何 情况 下 都 有 im d, = 0. 右边 
的 群 当 7 = 2,3 时 为 零 (参见 命题 9.3.0), 而 当 7 = 1 时 有 唯一 生成 元 f*(c ), 它 满足 
asis(a) Æ 0 € Ext ^ ****! (H* M, Zp), 从 而 有 im j; = 0, 结论 得 证 . 
(3) 考查 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 
Ext5 tat2t1(H* K, prr M) O25 gast t+ (H*K, H* K) 
O; gatsFifete(H* K, H* M) 
左边 的 群 由 (1) 为 零 而 右边 的 群 有 唯一 生成 元 i (19). (6) (参见 命题 9.3.1(4)), E 


满足 a"i lij) a (3) = $(ij).o.a*(6) = iL (i).a.o.(6) = 0, 这 是 因为 dijo? = 
2i'vija — i'o?ij = 0 € [29-1 M, K]. 因此 结论 得 证 . 证 毕 . 
命题 9.3.4 在 p>5,s<<4 以 及 主要 定理 B 的 假设 之 下 , 我 们 有 
Extst +9 (H*K, H* K) S Zp{(hoo)"} 
使 满足 (2)*(hoo)” = iL (77) «(a1 ^ 1an)« (9). 
证 考查 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 
Exit +2 (Hr K, H*M) © Extt hto- H* K, H*K) 
(5 Extit tate] (+ K, H*M) 
左边 的 群 由 命题 9.3.2(1) 为 零 而 类 似 于 命题 9.3.1, 右边 的 群 有 唯一 生成 元 (i)i, 
(ij).a«(6) = i (ij) (a ^ lm)x(5) 使 满足 oti, lij) (a A 1an)«(8) = ilij) (a A 
14).o,(8) =0 € Ext! ^ **( H* K, H* M), 这 是 因为 iij(a1 人 lm)a = 0 € [524-2 M, 
K]. 因此 结论 得 证 . 证 毕 . 
命题 9.3.8 在 p>5,s<<4, 以 及 主要 定理 B 的 假设 之 下 , RNA 
Ext? tot (H* K' A M, H* M) & 2,{ (ror (8), We (ij)* o. (8)) 
其 中 : DM 一 K'A M 是 (9.1.17) 中 的 映射 
证 考查 以 下 由 (9.1.17) 导出 的 恰当 序列 
Extst ltata H* M, H* M) © Extst btt Og K' A M, H*M) 
Py Ext sh ttt H* K, H* M) =0 
结果 由 命题 9.3.1(2) 和 命题 9.3.2(2) 得 出 GE: 由 设 , 类 似 于 命题 9.3.2(2), 可 证 
Ext? 4 1 (H* K, H* M) = 0, 从 而 以 上 v. 单 射 ). 证 毕 . 
命题 9.3.6 在 p 之 5,s < 4 以 及 主要 定理 B 的 假设 之 下 , RNA 
Ext? (H* K, H* K) = Z,((o)') 使 满足 (i)*(o) = (t) (č) 
证 考查 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 
ExtSttot!(H*K, H* M) £25 Exes" (H* K, H*K) 
OO ExtS'a(H* K, H* M) 
由 于 Ext; 4 (H* K, H*M) C Ext; "(H*M,H*M) S Z,{o} H. ao) #0 € 
Ext tatati pA M. H* M), W) Ext; ** * (H* K,H*M) = iExt3 7 ** (H* M, 
H* M)=0, 这 是 因为 由 假设 Ext; 4* **"(Z,, Zp) =0, r= 1, 2, 以 及 Ext, (Zp, Zp) & 
Z,[hoo") 或 者 为 零 使 得 Exc; (H*M,H*M) € Z,f{a.(o”)}, Mii 
(i), Ext; * ** (H*M,H*M) = 0， 另 一 方面 ,容易 看 出 Ext (H* K, H* M) df 
一 生成 元 多 (5), MEWE oti (6) = iLa) = 0. 因此 结论 得 证 . 证 毕 . 
由 (6.5.5), 存在 o" © [59-2 K, K] 使 满足 a"i = i'ijaij. & X Ha": X3e?K 5 
K 的 上 纤维 , 由 以 下 上 纤维 序列 
(9.3.7) mK L, K X IK 
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所 给 出 . 因此 o" 导出 一 个 边缘 同 态 (或 联接 同 态 ) (a”)* : Ext ^ (H* K,H* K) 一 
Ext^! te (At K, H* K). 由 于 Qi = iijaij = i'i3(oa ^l) , A (i’)*(a")* (o)! = 
(a"i) (oy = (Vio ^lu))'(o)' = (o ^lw)"(3)* (E) (0)! = G'ij)«(o3^1w)«(9) = 
(i’)"(hoo)” (BL teat 9.3.4) . 因此 我 们 有 
(9.3.8) (hoo)” = (a")* (0) € Ext?! *** ! (H*K, H*K) 
这 是 因为 以 上 (i) 单 射 , 由 Ext t (H* K, H* M) = 0 所 得 出 (参见 命题 9.3.2). 

在 完成 了 以 上 预备 知识 之 后 , 我 们 转 而 证 明 以 下 定理 9.3.9. 它 是 通过 在 与 球 谱 
相关 的 一 些 谱 的 Adams 分 解 (9.2.9) 中 进行 推理 而 证 明 的 . 

定理 9.3.9 在 pz>5,s 乞 4 以 及 主要 定理 B 的 假设 之 下 , B (hoo)" e[t ' K, 
KGsii AK] 为 di 循环 , 它 表 示 命 题 9.3.4 中 的 Extsf 2*9 H* K, H K) 的 唯一 
生成 元 (hoo)", WA (€s41 Alk)(pnoc)”= 0. 

在 证 明定 理 9.3.9 之 前 , 先 证 明 以 下 引 理 . 

引 理 9.3.10 在 p>5,s 乏 4 以 及 主要 定理 了 B 的 假设 之 下 , 我 们 有 

(1) (Cs41 ^ 1«)(hoo)" = (18,42 ^ o" )(& A 1k); 

(2) (&41 A1x)(hoo ^ 1x) = (1g,,4 ^ o1 ^ lk)(& ^ 1k), 
其 中 K € mui ES 2 使 满足 ask = 60 M o € m KG, = Ext?" (Zp, Zp). 

证 EM X 4b o": ETK  K 的 上 纤维 , 由 上 纤维 序列 (9.3.7) 所 给 出 .由 
F (hoa)" € [Dt9+9-1K, KGsri 人 KK] 表示 (hoo)" = (o")*(o)' e Ext; +t (H*K, 
H* K), 因此 (hoo)"u € [3 X, KG,,41AK] Æ— ^S di 边缘 , 从 而 (6s41 人 1k)(hoo)"u = 
0 ŽE (@s41 Alx)(hoo)” = fla”, EX f! € DIK, Es ^ K]. EZA (Gs41 A 
Lx) f'a” = 036A (G1 Alx)f’ = faw, 某 个 f; € [Z2 X, E41 AK]. 因此 , (6541 A 
Lic) fiw =0 fi (bsy A1) fi = gu, BER g' € [Z3 1K, KGa AK). 这 个 9 是 一 
个 di 循环 , 这 是 因为 (8425sf1AILK)9 = ga” (FER gh € [Et K, KGs42 ^ K]) = 
0, 由 o" 导出 Zp 上 同调 群 的 零 同 态 所 得 出 . 因此 , 由 命题 9.3.4. 以 及 (9.3.8), g' 
表示 (hoo)" = (a")*(o)! € Ext, 4 **  (H* K, H*K), 从 而 g'u 是 一 个 di 边缘 ， 
BU g'- u = (2 和 AT1r)99， 某 个 的 E [9X,KGs ^ K]. WIE (boi ^ 1k)fa = 
(bs+1cs Alix) gg, 从 而 fi = (Ce ^ 1x)gh + (Gs41 A 1k) f5, 某 个 f3 € [ETI X, Esta ^ 
K], 并 且 我 们 有 (as43 Alx)f’ = fow = (Cs 人 1K)93w t+ (Gs4i Alx)fgw. 显然 ， 
gw € [E*K, KG, ^ K] 是 一 个 di 循环 , 它 表 示 Extz"(H*K, H*K) & Zp{(o)'} 
(参见 命题 9.3.6). 因此 gw = o ^ 1k (相差 系数 和 di 边缘 ), 其 中 o € n KG, = 
Ext? *(Z,, Zp). 因此 我 们 有 (aspi ^ lx) f! = (Cs Alx)(o A 1k) + (àss1 ^ 1k) fg. = 
(Gs41 Alx)(KA lk) + (Gs41 ^ 1)faw , HP K € mp Esca 使 满足 Gsy1k = C50. 
随 之 有 f' =KALK + fiw t (Cti A lx) 94, ET 94 E [X K, KGs AK] 并 且 有 
(Z1 Alx)(hoo)” = fla” =(KALK)a” = (LE, ^ o" )(& ^ lk). 这 证 明了 (1). (2) 
的 证 明 是 类 似 的 . 证 毕 . 
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定理 9.3.0 的 证 明 首先 , h EZM BEF ili. (hoo) € Ext! +9(H*K, Zp) 
是 永久 循环 的 假设 可 得 (E541 Al K)(hooAl x) = 0. 因此 存在 四 s41 € [£t K, Es+1^ 
K] 使 得 (bii ^ lk nh s41 = (hoo ^ lx). 

由 引 理 9.3.10, 我 们 只 要 证 明 (1e, Ao" )(&^lk) = 0. 注意 到 , 由 assis = Coo, 
我 们 有 Gs41(1e,,. \ai)K = Os(lxe, Aai)o = 0, AMA (le, Aal)n = Cs+1(hoo) 
(相差 系数 ), 这 是 因为 mq gh Gor Ex PI (Zp, Zp) S Zp{hoo}. 因此 , 由 引 理 
9.3.10 我 们 有 
(9.3.11) (le... ^o1 A1K)(KA 1k) = (€541 Alx) (hoo A lx) = 0 
更 进一步 , 由 (9.1.20) 我 们 有 (Lz, , Apo uy) (KALK)i = (1b, 4,A0’)(KALK)i’ —0, 
因此 , 由 (9.1.17), (lew. A Og au )(KA lk)?! = (1g 44 ^ (uA 1m)iim)f, ER f € 
[£t +1- M, E,45AK'AM], AM (1g,,s Mi)f = (1e, 42 ^p(1e At) Ok am )(KALK)U = 
(1g,,, ^ a )(& ^ 1x)i’ 2 (1r, Na’)(KA1K)i7 = 0. 因此 f = (1g, Na) fo, X 
个 fo € [E"9-'M, E443 ^ M], AMA (lE, ^ (z^ 1r)o ge py )(S ^ 1i) = (LEs A 
(i ^ 1, )mmwo)fo = 0 FFA (ley. ^ (z ^ Im) Aw )(8 ^ 1«)p(v ^ 14) = (1,5 ^ 
(x ^ 1y)oe M (KA 1e)p(vi ^ 1ay)my + (Ley. ^ (TA Imex a M)(S ^ 1i)p(v ^ 
ly )my(j Alm) = 0, 这 是 因为 p(v ^ 1a) = 0, pvi nlm) — . 因此 我 们 有 


(9.3.12) (Less ^ (z AIM )ekam)(KA1LK)p = fa(y Alm) 
某 个 fa € [Etta M, Es42 A K AM) 1 (kerd) (参见 (9.1.15) 和 推论 6.4.15). 随 之 有 
(9.3.13) (Qs41 ^ lxam)fs = falai A lm) 


某 个 fac [Ett M A M, Es+1 A K A M]n (kerd)( 参 见 (9.1.15) 和 推论 6.4.15). 注意 
到 di 循环 (bsyi 和 人 lm)(lg, AJJ Alm) fa € [EM AM, KGs+1 AM] & Zp (o ^ 
1 )ij( \1m)}, 因此 (bi Alm) (1e,4. AJ) ^ 1) fa = A (6 和 人 1m)ij(j 人 1m) 而 通 
过 作用 于 导数 算 子 d RITA à- (o A1) Alm) = 0, 从 而 蕴涵 入 = 0. 这 就 是 说 
(DA1lMN)(LE AI ^ 1) fa = 0, 因此 (bii Alxam) fa = (lkG, AZ ^ 1u)g, 
某 个 di 循环 g € [EM A M, Es41 A K'AM]n (kerd)( 参 见 推 论 6.4.15). 

由 定理 6.4.3, g = g(i ^ 1y)my + gmiw(j ^lw). FERMEN g(i ^ lw) = 
Ai (1o,,, ^ vi ^ 1ar)(hoo Alm) 而 gmim = A2(1KG.4, ^ (v ^ 1) )(hoo A 1m) 
(mod d; 边缘 )， 其 中 LA? € Zp. 

为 了 证 明 这 个 推断 ;: 注 意 到 di 循环 gli 人 Lu) 表示 一 个 元 素 lg ^ lm)] € 
Ext "ta H*K'AM, H* M), 而 (Lre, AP)g(iNlM)] € Ext! it * (H* K, H*M)= 
Zp{l(lka. ^ P)(hoo ^ 1a)]) (参见 命题 9.3.1(4)). 因此 (lke. ^ p)g ^ 1m) = 
Ai(1ieG, 4 ^ p(vi ^ 1r) (hoo Alm) + (bs41%s ^ 1&)92, 某 个 go € [2773 M, KG, ^ K]. 
由 于 (lke, Ajo’) 92 = 0, 因 此 ga = (lke, ^p)gs, 某 个 gs € [2'*** M, KGSAK'AM]. 
因此 g(iAlm) = M (lka. AviA1Lm) (hoo ^l) (bs 16s A1 KAM) 93+ (LKG.41 ^V)ga, 
FEY g4 € [D+ M, KG,41A M] € Zp{(hoo Alm )tz}, AMA ga = A (hoo Alm ij, 
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REP N € Zp. 可 是 , d(i 和 lm) = 0 H d(g) = 0 这 蕴涵 d(g(i 人 lm)) = 0, 因此 ,通过 对 
以 上 等 式 作 用 于 导数 算 子 d 可 得 出 (lkG,,, ^ v)d(ga) + (bs+12s AT1K'AM)d(ga) = 0, 
HY A (lra. ^ V)(hoo 人 1m) = (baies 八 1k'AM)d(g3), 而 这 意味 着 系数 X = 0, 这 
是 因为 [hoo Aly] 40 € Ext? tt (H*K’ 入 M,H*M)( 参 见 命题 9.3.5). 这 证 
明了 gli^lm) = M(lkg,,, 人 Vi 入 1m)(hoo Alm) (mod di 边缘 ). 另外 , 由 d(my) € 
[2M,M ^ M] & [£2M, M] + [EM, M] = 0, 因此 类 似 可 证 gx = (lKa. A 
w)(hoo 人 1m) (mod di 边缘 ). 这 证 明了 以 上 推断 . 

因此 , te di 边缘 我 们 有 

g = 9(tA1m)mm + gmu(j Nlm) 
(9.3.14)= XI(LKc。 ^vi ^ 1u)(hoo ^ 1u)my +A2(lKe,41 ^ V)(hoo AlMm)(I Alm) 
= A (hoo ^ liM (vi ^ 14)my + Ao(Roo ^ lirAM)(o ^ 1 )mi (3 ^ 1) 

我 们 推断 
(9.3.15) (9.3.14) 中 的 系数 Ay =o. 
因此 ,g = A (1G, ^v Ala) (Roo ^l Alm), AMA (bs41AlKAm) fa = (Ika, ATA 
lm)g = à (lke. ^i Alm)(hoo Alm Alm) = A1(Roo ^l Alm)(i’ Alm) + (bs 165 A 
lkAM)gs = At (Bs41 A Leam )(nh s41 八 1M)(i A 1m) + (b28 Alam )gs, 从 而 我 们 有 
fa = Mm sui A 1m) + (Gs ^ lyaM)gs + (ās+1 ^ lam) fs, 某 个 fs € [ETIM ^ 
M, E,42^K AM]. BEZA (assi ^lkAM)fa = fa(QiAlm) = (G@s41Al Kam) fs(aiAlm), 
从 而 fs = fs(at Alm) + (541 Alam) 96, 某 个 ge € [E+ M, Es+2 NK A M]. W 
此 , (le... ^o )(& ^lk)p = (1,45 ^ (lx ^J)(z ^ Ion (KA 1«)o = (og, ^ 
Ik Aj) fs(y ^ lu) = (G1 ^ 1lk)(1ka,,, ^ lk ^ J)ge(y ^ 1) = 0, 这 是 因为 di T 
环 (1Kc ,AIKA7g6 € [E779 M, KGs: ^ K] 表示 Ext t (H* K, H' M) —0 
(参见 命题 9.3.2(1)) 中 的 元 素 . 

随 之 由 (9.1.11) 有 (15,, ^o" )(k^lk) = feaijj', 某 个 fe € [Ett] M, Es+2 ^ 
K] 并 且 (as41 ^ 1x) feats’ = (Gs41 ^ 1k) (ley, ^ o")(& ^ 1k) = (C1 A1x) (xa, ^ 
o")(c Alx) = 0. 因此 , 由 (9.1.14), 我们 有 (Gs41 A lx) feat = frz, SED fr € 
[Stet+a-l K" E, AK]. 由 命题 9.1.21, frz = 0, 因此 feai = (Gs41 A 1x) g7, ET 
97 € Teq42q41(KGo41NK), 从 而 (15, ^o" )(&Alk) = featjj' = (cs+1ALK)9777 = 
0, 这 是 因为 di 循环 gr € Tig 42941(KGo41 AK) 表示 Ext P 9179+! (H* K,Z,) = 0 
中 的 元 素 . 这 证 得 了 定理 的 结论 , 而 剩 下 的 工作 是 证 明 以 上 推断 (9.3.15). 

为 了 证 明 (9.3.15), 首先 由 定理 6.4.3 和 (9.1.15) 有 (v ^ 1 ) 玩 M(al Alm) = 
(v ^ 1lm)mu(j Alm)(ai Alm) = —(v ^1j)( ^ 14)mmy(od ^ lm) = 一 CA1M)a. 
类 似 的 有 o(jü^lw) = —(o1^lw)mu(u^ly) RP u: Y 一 DHM 以 及 
v: EM > K' 是 上 纤维 序列 (9.1.5)(9.1.15) 中 的 映射 

因此 , 模 di 边缘 我 们 有 
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(1kG,i ^ Ui ^ Ly) (hoc) = 一 (1LKG。， Avi lM )my (hoo ^ lm) 
(hoo) (Ju ^ 1m) = —(hoo Alm)mm(TA 1m) 


其 中 hoo € [Et1+1+1 M, KG,,1^M] 是 di 循环 , 它 表示 as(5) € Ext! t+ (H* M, 
H* M). 因此, 由 (9.3.14), 模 di 边缘 我 们 有 
g(u Alm) =A(lgkG i AvAlM)(hoo ^ 1 ^ 1u)(u ^ 1m) 
+(Xa — M)(lka,., ^ v ^ lar) (hoo ^ 1y)(jü ^ 1m) 
= (A1 — Ag) (1k... ^ vi ^ 1r (hoo) ^ 1m) 

这 是 因为 (lka, ^ v)(hoo ^ Lu) = (1ka,,, ^ v)[hoa)ij + (Lre. ^ ij) (hoo) = 
0 (mod d, WR). 

另 一 方面 , 模 di 边缘 我 们 有 

g(u A 1m) = A(1k«a,,, ^v ^ Im)(hog Alm Alm)(@A 1m) + Oi- 
N2)(1kG.4, ^ vi ^ 1m)(hoo ^ 1m)mu (ü ^ lm) 
= (Ao — NN)(lkG, ^ vi ^ Lyr )hoo(jü ^ 1m) 

Ei, (Ika ^ vi ^ 1m)hoo(jt ^ 1m) TE Ext 群 中 表示 的 元 素 非 零 , 这 是 因 
为 (1Kc ,AU(KAizAL))(LKe AVIA Im )hoo (Gt Alm) A1m)(1e ^ d) = 
(1xG,,, ^ i'ij)hocijj' = (Ika ^ i)(hoo ^ 14)ijj' TE Ext 群 中 表示 的 元 素 非 零 . 
因此 , 通过 比较 以 上 两 个 等 式 可 得 Ad — A2 = A — An, ATM Ar = Ao. 这 证 明了 以 上 
推断 (9.3.15). 证 毕 . 

注 在 9.4 节 最 后 , 我 们 还 将 给 出 定理 9.3.9 的 另 一 个 证 明 . 

主要 定理 B 的 证 明 由 定理 9.3.9, 存在 (7 s41)” € [Z4  K, Esp, A K] 使 
得 (bas ^ lic) s41)” = (Poc) € [E+ 1 K, KGs41 ^ K]. & (m)" = (G0:… ads 人 
Lk) (Tn,s+1)” € [202*27*7* K, K] 并 且 考 查 映 射 

(Mmm) Bt't € Wtq+-pq+2q—s—2 K 

其 中 p e [DP K] 为 已 知 的 第 二 周期 性 元 素 , CAA filtration 1. 由 于 (m)” 
在 Adams 谱 序 列 中 由 (hoo)" e Ext! 4*9 ! (H*K, H*K) 所 表示 , 则 (nn) Bi'i € 
Ttq+pa+2q-s-2K Bl (Bi i)* (hoo)" = (Bi'i)* (a"")* (0)! = a B. (i'i) (o) € Ext ha tat 
(H*K,Z,) 所 表示 .由 [14] 定理 3.2 和 [15] 定理 5.2 AY Mo” Bii € npg+2g-2K 由 
(ii)s(go) € Ext? * "*(H* K, Zp) 所 表示 (相差 非 零 系数 )， 因此, 我 们 有 078. (i^). 
(1) = (i/i), (go) € Ext^? T (H* K, Zp (WIER RH), 从 而 (Mm) Bit 由 o2. (i^i). 
(c) = (i'i). (goo) € Ext! ^«^ Pat? CH* K, Zp) 所 表示 . 证 毕 . 

利用 主要 定理 A 的 更 强 的 结果 (参见 注 9.2.35), 主要 定理 B 的 结果 也 可 以 换 
成 为 由 以 下 主要 定理 B 得 出 . 

EEH B i oc Ext?"(Z,,Zp),0' E€ Ext! (Zp, Zp) 为 一 对 ao- 相关 元 
35, 即 有 二 阶 微分 do(o) = ano’, 并 且 主 要 定理 A 的 其 它 假设 成 立 , M (22). (goo) € 
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Ext^ ^a Fated (pr K, Zp), (i'i). (goo) € Ext? ^tetPat?0 (ge K, Zp) TE Adams 谱 序 
列 中 都 是 永久 循环 . 

证 dX $0 € TMegteqhGs41,00' € migt2gKGs+2 是 di 循环 ,它们 分 别 表 示 
dul) e Ext?* T (H* L, Zp), p(o) € Ext ^ ** "(H*L.Z,). 由 主要 定理 A 的 
更 强 的 结果 (参见 注 9.2.35) 我 们 有 (cs+z Alt)do’ = 0, (C41 Alztam)(1ke.4, ALLA 
ipo = 0. 因此 有 (6512 ^ lra) ^ lk) = 0, 并 且 利 用 环 谱 五 的 乘法 可 得 出 
(st1 A 1LAK)(Go) ^ 1k) = 0. 另外 , (hoo)” = (kes: ^ A)(Go ^ 1x), (poc')”= 
(1xG,.s ^ Alor ^ 1k), 这 是 因为 Al Alg) = o" e [X*?K, K]. 因此 可 得 出 
(Gs41 ^ 1)(hoo)" = 0, (642 ^ 1k)(hoo^)" = 0. 剩 下 的 证 明 步 又 和 以 上 主要 定理 B 
的 证 明 一 样 . 证 毕 . 
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在 本 节 我 们 将 证 明 , 在 一 定 假设 下 , 元 素 (11 人 引 .p(0) € Ext H (H*LA 
Zp) 收敛 性 可 以 回 拖 而 得 出 hoo € Ext" * *(Z,, Zp) 在 球面 稳定 同 伦 群 的 收敛 
" 我 们 有 以 下 主要 定理 . 
主要 定理 C( 文 献 [24] 定理 A 的 推广 ) 设 p>5,s<4, 并 且 假 设 
(I)(a ) Ext (Zp, Zp) = Zp{0}, Ext4 (Zp, Zp) = Zp{hoo}, 
Ex tr E (ZF, Zp) € Zy(àsa) Jf H. aĝo £0. 
(b) Exts+ ** (Z, Zp) & Z; (aoc) 4 u= 1, 而 当 w= 2,3 HE. 
Ext (Zp, Zp) HERA (一 个 或 两 个 ) 生成 元 o 使 (都 ) 满足 
hoo’ Æ 0,aogc' Æ O, 
Ext hts" (7 Z5) 2034 r= —1,2,3,u = —2, —1,0, 1,2,3 3} 
“4 r= 1,u = —2,—1,1,2,3 
(c) Ext *** (Zp, Zp) = 0 24 u = 一 1 1,2,3, 
Ext$54*7** (Z Zp) = 0 4 r= —2, —1,1,2,u = —2, —1,0, 1,2,3. 
(ID (1r ^i), (d). (o) € Ext$! ^ **?*(H* LAM, Zp) TE Adams 谱 序 列 中 是 永久 循 
FF, 则 (ai) (o) € Ext t+ (H*M, Zp) 在 Adams 谱 序列 中 也 是 永久 循环 , 从 而 
hoo = jx(at)a(o) € Exts "4^ *(Z,, Zp) YE Adams 谱 序 列 中 收敛 到 regrq-s-15 的 非 
E p 阶 元 素 . 
注意 到 主要 定理 C 的 假设 (1) 包含 了 主要 定理 B 的 假设 QD, 因此 9.3 市 中 的 
一 些 Ext 群 的 结果 我 们 可 以 直接 引用 . 在 证 明 主 要 定理 C 之 前 , 先 叙 述 一 些 与 K 
和 M 相关 的 谱 , 并 且 证 明 低 维 Ext 群 的 一 些 结果. 
由 (9.1.27), (ly Aj)ayam Alm)Mm = ayam, (9.2.12) 以 及 以 下 3 x 3 引 理 的 
可 换 图 形 
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XAM "MONI yay = 2, amy 
\ bala S MM NONDE A grag) N MM 
(9.4.1) 029M ELAK 52+? M AM 
/ Tim NY ^j)avAM^lM 7 N u' VA TEN lu 
gamy KOM yAM “SS KAM 
可 看 出 my (wa Im): XAM > XM 的 上 纤维 是 27A 五 ,由 以 下 上 纤维 序列 给 出 


mM (VAM) 


(9.4.2) X a MACY yam (917 SLAK MS EXAM 
因为 (1, ^i) ^lu)my (V Alm) = 0, 因 此 由 [E747 1. X AM, LAM] (kerd) S 
Z,(u" Aim} 以 及 (9.1.2) 得 出 (6 ^ Ly )mu (9 Alm) = (1b ^ o)(u" ^ 1.4) (相差 
非 零 系数 )， 因 为 (9 ^ 1«)i'a = 0, 因此 由 (9.4.2), 存在 axam € DM,X AM] 
使 得 mu (V Alm)axam = a. 另外 , mu (by ^ 1y)axAumy (9 Alm) = amu (y ^ 
Im) = mu (bd ^ Lu)(1x ^ o), 从 而 由 (9.4.2) 有 axammu(b Alm) = 1x ^o Ñ 
(u) [EIX ^ M, L ^ K] = 0, 这 是 因为 [SILA K,L AK) = 0 以 及 [E31M, LA K] = 
0. 总 之 我 们 有 
(9.4.3) (Ó ^ 1m)mmu(b ^ 1r) = (1z Aa)(u" Alm), 
axammm (pa lm)=lx 人 a 
以 上 映射 wxAw : 93M 一 XA M 的 上 纤维 是 W ^ K, 由 以 下 上 纤维 序列 给 
出 : 
(9.4.4) EAM Uy y a M PY w a KI OMA) yse y 
这 可 由 以 下 3 x 3 引 理 的 可 换 图 形 看 出 
sam 2 pay OUR SLAK 
N OXAM Sin (brim) NË 7 (OG ^lk) 
(9.4.5) XAM Y? K 
fw NüuxaM AJ u^lk wj 
LAK "Hk WAK VA) yatiM 
由 (9.2.13), ijmm (V -TA 1m) = ij(u2A1m) = (u2 ^ 1m)(lu Aij) = my (^ 
1M)(lv ^ij) = mu() ^ lu) x ^dj)(ü ^ 1m), 因此 有 ijmm (i Alm) = mm (yA 
Im )(1x ^ij) - AGO ^l), ER A € Zp. EZA AGYAM) = —jmu(V ^lu)üx^ 
ij) = 一 jp(lx ^j) = jGU Alm), 从 而 入 = 1. 5b, ila ^ 1u)my (V Alm) = 
(j" ^ 1k)(lp ^ i)($ ^ 1u)muy (V A 1m) = 0, 因此 由 (9.1.23) 有 mu (9 Alu) = 
mM (Uu^lu)xaAM; AF VxAM € 9 1 XAM,YAM]. BS [579 X AM,YAM]& 
Zy[UxAM), XT h [E29 X AM, M] & Z,{mu(pAlm)}, (9.1.23) BL [E74 X AM, K] 
= 0 得 出 因此, 由 j (j'u Alk): exam = 0 WR (9.1.27) 有 (u^lk)uxaM = 
Tolly ^i)UxAM (相差 非 零 系数 ). 总 之 我 们 有 
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(9.4.6) jU Alm = ijmu(9 Alm) —mmu(b A1m)(1x ^ij) 
(u^lx)ux^M = Bally ^i)VxAM 相差 非 零 系 数 
[DL T"XAM,Y AM] = Z {xam} 


mM (tA lu)UxAM = mm (A 1m) 
由 以 下 3 x 3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 

LAK EN" yx YY yx 

N, u' JA Ax Nj NU / Ww» 

XAM Y 

Fx Ni \™ OM) 70. ay a APOY ATO 

X 2 mM — 55 STEAK 
可 知 (1x ^j)u': LAK 一 XX 的 上 纤维 为 Y, 由 以 下 上 纤维 序列 


(9.4.7) LAK 8249" px e, y ^r Sr AK 
所 给 出 . 另外 , 由 以 上 长 方形 中 的 可 换 性 我 们 有 
(9.4.8) WAlm = QayAMMM (Ib ^ lm) 


命题 9.4.0 在 主要 定理 C 的 假设 (]) 之 下 我 们 有 

(1) Ext "*"(H*K, H*M) = 0 4 r =1,2; 

(2) Ext "tat! H* K, H*K) = 0 4 r = —1,0,1,2. 

证 (1) 由 设 , Ext! I "(Z,, Z,)=0 4 r=—1,0,1, 2,3, 因此 (j) Ext t" 
(H*K, Zp) C Ext 4797" H*M, Zp) = 0 4 r = 1,2,3, 从 而 Ext t (H*K, 
Zp) = (i) Ext! ^ (H*M, Zp) 2034 r =1,2,3 (参见 命题 9.3.0(1)), 结果 因而 得 
出 . 

(2) 考查 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 (r = —1,0,1,2) 

0 二 Ext?! bte r+ Dat? (pre H*M) G» Ext*FbéeireHl (gr K, H* K) 

C, pyts ttrt (H+ K, gr M) 
右边 的 群 当 7 = 0,1,2 AS (SM (1) 和 命题 9.3.2(1)(2)), M4 r = -1 时 也 为 
零 , 这 是 因为 由 设 Ext tZ, Zp) = 0 当 = 一 1,0,1,2， 左边 的 群 当 r = 
一 1,0,1 HE (参见 (1) 和 命题 9.3.2). 左边 的 群 当 > = 2 时 也 为 零 , 这 是 因为 由 设 
Ext?! eire Z,) = 0 当 r = 2,3,u = 0,1,2,3. 因此 中 间 的 群 如 所 求 的 为 零 
证 毕 . 

命题 9.4.10 在 主要 定理 C 的 假设 (D) 之 下 我 们 有 

(1) Ext! e*t H*W ^ K, H* X A M) = 0. 

(2) Ext 4*1" (H*Y, H* M) = Zo{((ly ^ j)ayam)«(6)}; 
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Ext! "***(H*Y, H*Y) € Z,((u)' (y ^ j)ovAM)«(6)) 
(3) Ext "^ (H* X, H* M) & ZU x ^ j)axam)s(5)}- 
证 (1) 考查 以 下 由 (9.4.2) 导出 的 恰当 序列 


0 = Ext! tet! (H*W A K, H* M) 


ma PALM)" Ext5 HH H*W A K, H*X A M) 


UY Extsthtatatl( Ww A K, H*L A K) 


右边 的 群 由 命题 9.4.9(2) 以 及 (9.1.12), (9.1.3) 可 知 为 零 . 左边 的 群 由 
Exts atra! ( re H*M) — 0( 当 r= 1,2,3)( 参 见 命题 9.4.9(2) 的 证 明 ) 也 可 知 为 
零 . 因此 中 间 的 群 如 所 求 的 为 零 . 

(2) HF u(1ly Aj)ayam € 3*! M, M] S Z, (ijo, aij}, AW Uy ^ j)ovAM = 
Mija + Maij, 其 中 的 系数 和 i, 和 2 € Zp 使 满足 Ajaija + Aja ij = 0. 考查 以 下 由 
(9.1.5) 导出 的 恰当 序列 

Bxtstrlta+29(Z gr M) 895 Faxes tat (grey, H* M) 

s Ex tetl， te H* M, H*M) 925 (jo). 
左边 的 群 为 零 , 这 是 因为 假设 I(b) 中 Ext ttt ?atk Z, Zp) 20 C4 & —0,1). 由 命 
题 9.3.1(2), 右边 的 群 有 两 个 生成 元 (ij); a (č) M alij) (5). 因此 (T), Ext rere 
(H*Y, H* M) 有 唯一 生成 元 (u).((1v ^ j)ovAw)«(9), 从 而 得 出 第 一 个 结果 . 对 第 二 
个 结果 , 考查 以 下 由 (9.1.5) 导出 的 恰当 序列 
Ext? btt (ZZ) ()s E (arbore grey, Z) 
Os Exts (H*M, Zp) 993 

由 设 , 左边 的 群 有 唯一 生成 元 hoo = (jai) (o), 从 而 im (w), = 0. 右边 的 群 为 零 或 
有 (一 个 或 两 个 ) 设 生成 元 i.(o) 使 满足 (ja):is(o') = hoo’ A 0. 因此 中 间 的 群 为 
Ze, 从 而 第 二 个 结果 得 出 . 

(3) HF V(1x Aj)axam € [D1M,M] & Zp{ija, aij}, 因此 WY(lx Aj)axam = 
Asija + 和 qi， 其 中 的 系数 和 Aa, 和 4 € Zp 使 满足 As(lv ^ j)ayamija + 和 4(ly A 
jjayamaij = 0. 因此, 与 (2) 中 类 似 , (V) Ext * *(H* X, H* M) 有 唯一 生成 
元 (V).((Lx ^ j)oaxAM)«(6), 从 而 Ext 人 "(有 H*XX,H*M) 有 唯一 生成 元 ((1x A 
站 axAM)*(5), 这 是 因为 Ext terse! HY, H* M) = 0, 由 假设 I(b) Ext "rath 
(Zp, Zp) = 0 ( 当 7 =1,2,k = —1,0,1,2) 所 得 出 . 证 毕 . 

命题 9.4.11 在 主要 定理 C 的 假设 (D) 之 下 我 们 有 

(1) Ext®! *(H* M, H*X ^ M) € Zy (my (V A1m)*(5)}. 

(2) Ext; 4*"** H*K, H*M) 20?457— —1,1,2,3,u = 0,1,2, 
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Ext4 4 (H* K, H*K) € Zy (ok) 使 满足 (?)' (ox) = (7). (9). 
(3) Ext, "(H*LAK,H*L^K)2 Z,(orak) 使 满足 
(j" ^ix)(eLAK)- Q" ^lx)'(ox) 
Ext? tratu (H*L A K, H* M) = 0 4 r= 1,2,3,u = 0,1,2 
(4) Ext; ^? CH*WAK,H*M) =0 4 r =1,2,3,u = 0,1,2, 
Ext; ^ *(H*WAK,H*X^M)-0. 
WE (1) 考查 以 下 由 (9.2.12) 导出 的 恰当 序列 
Ext  (H* M, H*M ^ M) U^ gast? (H* M, H* X ^ M) 
UAM" Eyre? H*M, H*Y A M) 
因为 由 设 Ex 7 "(Z.2) = 0( 当 7 = 1,2, u = 0,1,2) FA YAM 的 最 
高 维 胞 腔 的 次 数 是 g +3, 因此 右边 的 群 为 零 ， 因 为 (mm)*Ext%“(H*M,H*M ^ 
M) c Ext; (H* M, H* M) = 0 (参见 命题 9.3.0(2)), 因此 左边 的 群 有 唯一 生成 元 
(mm)* (5), 从 而 得 出 所 要 的 结果 . 
(2) 考查 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 (r = —1,1,2,3,u = 0, 1,2) 
Ext, 4179 (H* M, H* M) £5 Ext’ statrat™ (H* K, H* M) 
G) Ext’ jtqt(r—1)qt+u— !(H* M, H*M)-25 
Ax] REA r=—1,1,2,3,u=0, 1,2 为 零 , 这 是 因为 由 假设 I(c) Ext; 7 ** (0Z Zp)= 
0 (4 r = —1,1,2,3,k = —1,0,1,2,3). 由 设 和 命题 9.3.0(2), 右边 的 群 为 零 , 除了 当 
r= 1,u = 0,1 时 它 分 别 有 唯 一 生成 元 (3)«(6) 或 o. 可 是 , CWE alij) (6) A 0 
o.(8) z 0. 因此 , 中 间 的 群 如 所 求 的 为 零 . 考查 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 
0 = Ext’, H* M) 25 Exi" UI* K, H*K) 
OO" Ext" (H* K, H* M) 25 
左边 的 群 如 上 述 为 零 . 右边 的 群 有 唯一 生成 元 (7). (9), 这 是 因为 (J) Ext GT K 
H*M) c Ext;'* * !(H*M,H*M) = 0 并且 Ext; "(H* M, H* M) = Z,{o}. 因此 中 
间 的 群 如 所 求 的 有 唯一 生成 元 ok. 
(3) 考查 以 下 由 (9.1.3) 导出 的 恰当 序列 (r = —1,0) 


Ext tte K ge c) FAO” gyastetre(g* K, H*L ^ K) 
(4^ ^k)’ Ext: statra( H+K, H*K) (o3 ^lk)" 
左边 的 群 当 7 = 0 时 为 零 , 这 是 因为 由 (2) GP) Ext ^ *(H*K, H*K) C Ext4 
(H* K, H*M) = 0 并 且 Exc; 4*"** (H* K, H* M) = 0. 由 (2), ZEXIB fe r= -1 时 
有 唯一 生成 元 ok. 右边 的 群 当 r = —1 时 为 零 , 这 是 因为 由 (2) (7) Exc "(H* K, 
H*K) c Ext; *(H* K, H*M) = 0 并 有 Ext; 4 (H*K, H* M) = 0. 右边 的 群 当 
r = 0 时 有 唯一 生成 元 cg 使 满足 (Alg) (oK) #0 E Ext "***(H* K, H*K), 这 
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在 因为 G 六 (aa A 1«)* (ek) = (e1 ^1)" ) (oK) = (o1 ^ 1a)" (27))«(8) = (i)a ^ 
lu).(8) #0 € Ext "***CH* K, H* M). 因此 中 间 的 群 当 > = 0 时 为 零 而 当 r> = -1 
时 有 唯一 生成 元 GO" ^ 1k)" (ex), 从 而 第 一 个 结果 由 以 下 由 (9.1.3) 导出 的 恰当 序列 
得 出 : 


(i  Alk). 


0 = Ext; "(H*K, H'LAK) —> "Ext%(H*LAK,H*LAK) 


TM) Poet 99H K, H*L a K) 02239" 
对 第 二 个 结果 , 考查 以 下 由 (9.1.3) 导出 的 恰当 序列 (r= 1,2,3,u = 0,1, 2) 


0 = Ext&t ttu H*K, H* M) “ LUO xp etatrate H*L A K, H* M) 


G Alg)。 Ext 2*7 Uetv (H* K, H* M) (o3 1x). 


由 (2), 左边 的 群 当 7 = 1,2,3,u = 0,1,2 时 为 零 而 右边 的 群 当 7 = 2,3, = 0,1,2 时 
也 为 零 . 由 命题 9.3.0 和 假设 , 右边 的 群 当 7 = 1 = 1,2 时 也 为 零 . 4r=1,u=0 
时 , 右边 的 群 有 唯一 生成 元 (27). (9) 使 满足 (al ^ 1x), (27p)« (6) #0. 因此 中 间 的 群 当 
r=1,2,3,u=0,1,2 时 为 零 . 

(4) 考查 以 下 由 (9.1.12) 导出 的 恰当 序列 (r= 1,2,3, u = 0,1,2) 


0 = Ext tratu AK, H*M) C gyasietret H*W A K, H* M) 


(j'u^lx). Ext set atu (H*K, H*M) (PAL K ) 


由 (3), 左边 的 群 当 7 = 12,3, = 0,1,2 时 为 零 . 由 (2), 右边 的 群 当 7 = 1,3,w = 
0,1,2 时 为 零 并 且 由 命题 9.3.0 和 假设 , 它 当 7 = 2,w = 1 FEAR. 4r=2,u=0 
时 , 右边 的 群 有 唯一 生成 元 (i)e) ERE (GAL) (i) (5) #0 € Ext I 7? (H* LA 
K, H* M). 因此 中 间 的 群 如 所 求 的 当 了 7 = 1,2,3,u = 0,1,2 时 为 零 . 

因为 (UwswA^l1y)* Ext; ^ *(H"WAK, H*X AM) CExt; ^ *(H*WAK,H*M)— 
0, 因此 , 由 (9.1.5), (Gwe Alm) Ext * * (HW AK, HX AM) (ü^ly)" Ext; 46 
(H*W ^K,H*M AM) = 0. 再 利用 (9.2.12) 可 知 Ext; I (H*W ^ K, H*X AM) = 
(V ^ Ly)* Ext/2* * (H*W ^ K, H*M ^ M) = 0. 证 毕 . 

主要 定理 C 将 通过 在 与 球 谱 相 关 的 一 些 谱 的 Adams 分 解 (参见 (9.2.9)) 中 进 
行 一 些 推理 来 加 以 证 明 . 在 证 明 主 要 定理 C 之 前 , 先 证 明 以 下 两 个 引 理 . 

引 理 9.4.12. 在 主要 定理 C 的 假设 (1), (ID) 之 下 我 们 有 

(1) 设 hoo € [Xt9+9+1 M, KGs41 AM] di HEH, 它 表 示 as(5) € Ext! tet 
(H*M,H*M), W) (G41 ^ lm )hoo = (1g, Aa)(K Alm) (相差 系数 ), 其 中 e 
Tig+1 Esto 使 得 doi KE 而 oemioKG。s 兰 Ext2 (Zp, Zp). 
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(2) (15,44 AOA IuM)(K Alm) = 0, (Ig ,; Na1 Alm )(KA 1m) = 0. 

证 (1) 因为 (Ixan ^ i)hoo 是 一 个 di 边缘 , 因此 (41 A 1k)(lkes A 
i')(hoo) = 0, 从 而 (&1 ^ 1m)hoo = (1g, ^ o)f', X f! € [E+ M, Es42 ^ M]. 
EZA (aspi ^ lu)(1g,, ^ a)f' = 0, 从 而 sti ^ 1a)f' = (le NI) fa, ET 
fi € [E M, Boi, A K]. di 循环 (b, A lx) fA EIR Ext i *  (H*K, H* M) 
中 的 元 素 , 但 这 个 群 由 命题 9.3.22) 为 零 , 因此 (bs41 ALK) SS = (bsrics ^ 1x) 96, 
某 个 go E [ETM KG, A K]. 因此, f3 = (e ^1x)go + (asi A 1«)fs, RT 
f3 € [/e*«** M, E42 ^ K], 从 而 有 (Gs+1 Alm) f = (G@s41 A Iu )(1E,42 ^ j')fa + 
(Cs ^ 1u)(1ka, ^ j')go = (G2 ^ lu)(1g, ua ^ J)fa + (Es ^ 1u)(0 Alm) = (Gs41 A 
1M)(15, 2 ^7) £5 (asi ^l )(&^1gp), REP di HEH (lke, ^3)go € [2 M, KG,^M] 
表示 Ext; (H*M,H*M) 的 元 素 而 这 个 群 有 唯一 生成 元 5， 从 而 它 等 于 o ^lw 
( 模 di 边缘 )， 随 之 我 们 有 f! = (lg, A j)fs + (& Aly) + (541 ^ 1lm)j RT 
91 € [E+ M, KG,41^M]. 因此 v (G541Alm)hoo = (1g,,, ^o) f! = (1g, ,,^o)(&^la), 
结果 得 出 . 

(2) HHK r = 2 时 Ext tZ, Z,) WE. mA r = 1 时 有 唯一 生成 元 
hoo = (j").(). (a), 因此 Ext" (H* L, Zp) = Zp{(b)«(o)} H Ext (AW, 
Zp) = 0. 由 此 并 利用 类 似 于 (1) 的 证 法 可 知 (12,4. ^))& = (C+ Ali )od (相差 系数 )， 
其 中 ob € ntt KGs AL) 是 di 循环 , 它 表 示 元 素 (9).(0) € Ext? ht? H* L, Zp). 
因此 , 由 主要 定理 C 的 假设 (ID 我 们 有 (1, ,, ^O ^l )(&^la) = (6541 Al tam) aps 
lu) = 0 从 而 结论 得 证 . 证 毕 . 

引 理 9.4.13 在 主要 定理 C 的 假设 (1) 之 下 我 们 有 

(1) Ext; (HX M, H*X ^ M) S Zp{[o Alxam]}- 

(2) 对 任意 di 循环 go € [Z9 X, KGe41 ^ X], go = A (hoo ^ 1x) (BR di 边缘 )， 
HA N € Zp IFA (UxAu)« [hoo ^ lxam] £0 € Ext! I (H*Y AM, H*X ^ M). 

WE (1) 考查 以 下 由 (9.4.2) 导出 的 恰当 序列 
mu ON)” Exesto(H*LAK,H*XAM) 


(u’)* ((1nAi)(¢A1m))* 
—— Ext (H* LA K,H*L AK) —— —— 


Ext? ** * ( H* T» ^ K, H* M) 


由 命题 9.4.11(3), 左边 的 群 为 零 而 右边 的 群 有 唯一 生成 元 o LA e 使 满足 (1o A )(6^ 

1M))'(erAk) 4 0 € Ext, P * ^ (H* L ^ K, H* M), 这 是 因为 3" 人 1k)x((lL ^i)($ ^ 

lm) (orak) = (At ^ i)(6 ^ 1u))* G" ^ 1x)«(orAk) = (ln ^)(6 ^ 1u4)* Q" ^ 

1x)'(ok) = ((o3 ^ 1k))' (ok) = (o1 ^1u)'(?7).(6) = G'(o3 A 1m)) (ë) 20€ 

Ext? b *9(H* K, H* M) . 因此 中 间 的 群 为 零 . 考查 以 下 由 (9.42) 导出 的 恰当 序列 
Ext; (H* L^ K, H*X ^ M) 2: Exi (H* X ^ M,H* X ^ M) 
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如 上 述 , 左边 的 群 为 零 . 由 命题 9.4.11(1), AEE RE mai (Ym) (č) = 

maM(%Alwj*IcAlw] = [(cAlw)mar(%Al)] = [(1xkcsAma(VAlx))(cCALxAw)] = 

mM (wb Alm)elo ^ 1xaw], MEWE (1r AVOA 1m))ermm (P A1m)*(G) = (lL 人 

让 (GB A1m))emu(b ^ Lu)«[o ^ Lxam] = 0. 因此 中 间 的 群 如 所 求 的 有 唯一 生成 元 

[o A1xAM|. 

(2) 注意 到 (b). (Ñw) Ext?! P (H* X, H* X) C Exts 9 * 1 (H* M, H*Y). 
类 似 于 命题 9.3.0(1), 由 假设 可 得 Ext ^" *(H* M, H* M) HERA (一 个 或 两 个 ) Æ 
成 元 5', 因此 Ext 1 ^ (H* M, H*Y) HERA (一 个 或 两 个 ) 生成 元 (u)" (87), 
MEWE (ly Aj)oyam)«(%)*(6’) = (ly Ajjayam) T) [o Aly] = (ly ^ar) [oA 
ly] = [hoo’ ^ ly] # 0, 因此 (Y). (ŭw) Ext t (H*X, H* X) = 0, 从 而 有 
(tiw2)*Ext st P***(H* X, H*X) = (Ww) Ext "***(H*Y, H'Y) = 0, 这 是 因为 
Ext?! t H*Y, H*Y) & Z,{((ly ^ j)avaM)«(u)*(6)) (参见 命题 9.4.10(2)). 因此 
Ext4 H (H*X,H*X) = (W)Extz "*""(H*X,H*M), Thi EAE ERT 
(b)* (Lx ^j)oxAM)«(8) = (Lx Aj)axam)«[(oALm)¥] = (Lx As)oxam)s[(lkesaA 
(onix) = (Ux Aj)oxam)«ma P ^lw)«(1x ^i)«|o ^ lx] = (1x Ajot)s[oA1x] = 
[hoo ^ 1x] (参见 命题 9.4.10(3)) 因此 第 一 个 结果 得 出 . 对 第 二 个 结果 , 由 (9.4.6), di 
循环 (1kG, ,AmM 人 (位 AlMx)WxAx)(phocA1LxAx)= (1KG, ^ mu P ^ lM)) (hoo ^ 
1xAM) = (hoo Alm)mu (9 ^ 1a), 而 它 表示 元 素 mu (bA1m)* [hon ^ Lu] = mw (9^ 
lm) (o1 Alm) (6) 天 0, 从 而 第 二 个 结果 得 证 . 证 毕 . 

主要 定理 C 的 证 明 ”由 引 理 9.4.12(1), 只 需 证 明 (654i ^ 1m)hoo = (1g,,, 信 
a)(kAlm)=0. 以 下 的 证 明 分 成 两 个 步骤. 

步骤 1 证 明 (KAlxam)(1x Aa) = 0. 

由 (9.4.3), (9 和 lx)max(Alx) = (u" ^lar)(x ^o), 因此 由 引 理 9.4.12(2) 有 
(15, ^u" ^lu)(1g, ALXAa)(EALXAMN) = (1g, NGAM) (KAlM MM (YAM) = 
0. 更 进一步 , 由 (9.2.16) 可 得 (1g, Alx Aa)(K ^ lxam) = (lE, ^ Ua A lm)f, 
某 个 foe [Eit 和 MBA 友和 MIn(kerd) (参见 推论 6.4.15). 将 上 式 合成 
T (Lg, Alx Avi A Im) 得 出 (lg ^ Ñw ^ IDknaM)(lg, ^ lw AViA lu) f = 
(Ik N(x AGE ^la)o)(&^lxAM) = (ley. Alx ^mi? (o3 ^lw))(K^lxAM) = 
0 , 这 里 利用 了 引 理 9.4.12(2) 中 的 (15,,; ^oi ^ lu)(& ^l) = 0. E<, 由 (9.2.16), 
(le... Alw Ali ^lu)f = (lr, ^w'(rT^Alp)^lkAM)fo = 0 ( 某 个 fo € [EIX ^ 
M,E,2^LAKAMJ],XJéB v ^lk = 0. 因此 ,由 (9.1.2) Æ f = (le... ^A lw ^ 
eA lm) fs = (1g,,; ^ lw ^ amu(u ^lu)fa, A fa € [Ett "X AM, E443 ^W ^ 
Y ^M]|n (kerd) (参见 推论 6.4.15), 从 而 我 们 有 
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(9.4.14) (lea. Alx Aa)(KA lxam) 
= (lz... ^ Ñw ^ lu)(1g,,5 ^ lw Aamm (1m ^ )) fa 
= (Ig, ^oaxaM(" u^lw))(1g; ^ lw Amm(lm ^u))fa (人 参见 (9.4.3)) 

rH (9.4.14), (G@s41 ^lxAM)(1g, 4 ^Uws ^lu)(1g, 5 人 (lw Aammy(tAlm))fs = 
(as c1^lxAM)(lg, as ^lx ^o)(&^AlxAM) = (Ges^lxaM)(1ka, ^lx^a)(o^lxAM) = 
0, 这 是 因为 o 诱导 出 Zr 上 同调 群 的 零 同 态 . 因此 由 (9.2.16) 以 及 w(rAlz)ALw = 
(w 人 1lm)(lL Aa) 我 们 有 
(9.4.15) (Gs41 ^ lwam)(1k,4. ^ lw Aamm(UA 1m))fs 

= (1g, 4, ^ (lw Aa)(wA1m))fs 
某 个 fs € [EX A M, Es41 AL AM) 1 (kerd) (参见 推论 6.4.15 ). 

由 (9.4.15), (9.1.2), (@s41 Alwam)(1e,,2 ^ lw Amu (GA 1m)) fs = (1g, AWA 
1m) fst+ (lei, Alw Aj’) fo, ÆA fo € [ETT X AM, Es+1 AW AK) (kerd) (参见 
命题 6.5.26). 因为 (lw Aaw = w(1r ^oi) = w- 3j" = 0, AK w = (1w Aj yw, 
其 中 yw e [XL,W AL). AmA wlm = (1w Aj”)dw Alm = (lw Amu (UA 
1 ))((lw ^ hw Alm). 因此 —(as41 ^ lwayans) fs = (le... ^ (lw ^ h)bw A 
lm)fs+(lE, ^lw A (ly ^i)r) fo (le AlwA(rAlm)mx) fr 并 且 由 命题 6.5.26, 
fr = fa(lx ^d) + fo(1x ^ iij), 其 中 fg € [Z2*9 X A K, E41 AW ^ K] n (kerd), 而 
fo € Z*a*  XAK, E41 AW AK]A (kerd). AX d((1y Air) = ((rAlm)d(1x ^i) = 
(r Alu )(lk ^my)(Tk,M ^lu)(1 a ^lg ^i)mk = (r^Alu)(lk mm (lm ^i)mk = 
(r^lyu)mx, 利用 定理 6.4.8(1) E ESET d 可 得 — (1e, ^lw A(r^lyu)mx)fe— 
(lm, ^ lw ^ (r^lyu)mxk)fo(1x ^i) — 0 CE: fo 具有 奇 次 数 ), 从 而 有 

—(üs41 A lwayam)fs = (Legs ^ (lw ^ hw ^ly)fs + (1E. ^ lw 
(9.4.16) A(ly ^ i)r)fe + (1g,,, ^ lw ^(r^ 1 )mx) 
fe(lx ^i) — (Ig, Alw ^ (r^ly)mxk)fo(1x ^ij) 
注意 到 , di 循环 (Boa. Alwar) fe € [544*9* X ^ M, KGs41 AW ^ K] n (kerd) 
表示 Ext het? (H*W ^ K, H*X ^ M) 中 的 元 素 , 而 这 个 群 由 命题 9.4.10(1) 为 
7E, 因此 (bou ^ lwak) fe = (bs410s Alwax)g, 某 个 g E [Ett X ^ M, KG, A 
W ^ K]n (kerd) (参见 命题 6.5.26), 从 而 fe = (Cs A lwak)g t+ (Gs41 Alwak) if’, $ 
个 fl € [E4**? X AM, Es42 AW A KN (kerd) (参见 命题 6.5.26). 因此 有 
—(Gs41 ^ lwayam) f3 = (1g, ,, ^ (lw ^ hyw A 1m) fs 
+(Gs41 A lwavAM)(lg, A lw ^ (ly ^ i)r)f* 
(9.4.17) +(é, A lwavyAM)(l ka, ^ lw ^ (ly ^i)r)g 
t (üsyi^lwAvYAM)(lg, 4 ^lw ^(r^lu)mxk)f' (1x ^ij) 
—(& ^ lwavyAM)(lka, ^ lw ^ (r Alm)mx)g(1x ^ij) 
t(1g,,, ^ lw ^ (r^ lu)mx)fs(1x Ai) 
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^ P H (lw ^ hypw : 34*1L 一 WAY 的 上 纤维 , 由 以 下 上 纤维 序列 


(9.4.18) yep Uw Mw W ay 5, p, yat, 
所 给 出 . 因此 , ws(lw Ar): WAK 一 PP 的 上 纤维 是 UX 由 以 下 上 纤维 序列 
(9.4.19) W ^K 5Uw^D y ws ex SWAK 


所 给 出 . 这 可 由 以 下 3 x 3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 看 出 
wak S p ", yw 
NlwAr Zw, \we Zu” 
WAY XX 
Ow hbwN ly A e 7 ws N ue 
mati "CAD yw w^ SWAK 
注意 到 w — ux AM (1x ^i), 因此 通过 对 (9.4.17) 的 左边 合成 于 (bi A1 p) (1g, ^ 
ws ^j) 而 在 右边 合成 于 (1x Ai) 得 出 (bs41 ^lp)(1g, , ^ws(1w ^r)) fa(1x ^ii) = 0, 
MMA (bs41 ^lwAk)fs(1x ^ii) = (1«o,,, ^ue)go = (lkG, ^MxAM(1x ^i))go = 
(Lrc ^ uxam)(go ^ 1) (1x At), 某 个 di 循环 go € [Et X, KGo41 ^ X]. 而 由 
引 理 9.4.13(2), go = A1(hoo ^ 1x) ( 模 di 边缘 ), 其 中 A € Z. 更 进一步 , 通过 对 
(bs41 A lwAk)fs(1x Atij) = (Lra. 八 LxXAM)(90o 八 l1m)(1x ^ij) 作用 于 我 们 有 
(9.4.20) (bs41 ^ lwAk)fs(1x ^i) 2 (lke. ^ Uxam)(go ^ 1m), 
go = Ai(hoo A 1x) € [Dt X, KG,41 ^ X] ( 模 di 边缘 ) 
考查 以 下 上 纤维 序列 (9.1.12), (9.4.18) 的 可 换 图 形 
SHLAM “ty peiwaM FEM pati ag ^y pater M 


TirAM Jiw^myw(u^lw) Tu TirAM 
redpAM OM AYAM “EW py “AMM SLAM 


由 于 左边 方块 同 伦 可 换 , 因此 存在 ur € [EP PA M, M] 使 得 以 上 所 有 方块 都 同 
伦 可 换 . 即 我 们 有 
(9.4.21) uz(ws Alm) = (ju Alyu)(1w Amm(UAlm)), 
(Ó^lw)u; 2X us^lw 
其 中 wz E [EIP AM, M]. 由 以 上 第 二 个 等 式 , 我 们 有 以 下 3x3 引 理 的 同 伦 可 
换 图 形 , 其 中 利用 了 上 纤维 序列 (9.2.12), (9.4.18), (9.1.23): 
PAM NYM ye?pLAM “EY ye?WAM 
Nu 了 人 0 和 AL NGIwADVwAIM Fi Am (za) j'u^lw 


(9.4.22) Y9erlMT XWAYAM Y9c*t2M 
Z Junio Cw iwara SN Us ^l 7 ur 
giw a MONS SWAK — > SPAM 


由 此 存在 以 下 上 纤维 序列 
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(9.4.23) F391M (Pw MOT qp AK sta w h(rALu)mx) 

DIP AM = PIM 
其 中 pw e [E3 S, W] £188 u- dw = 9 € [Z4 1S, L. AA (^lk)i :ur = 
(u: dw Algi + u7 = 0, 因此 由 (9.4.2) 我 们 有 
(9.4.24) uz; = my( ^ 1m)us 
KB ug € [79 1 PAM, XAM]. 另 一 方面 , 由 (9.4.8), (o ^l )us(ws(lw ^r)^ly) = 
Oy AMI (^l us (ws (lw ^r) Al) = ayamu7(ws(lw ^r) Al) = ayamj' (j"u^ 
Lk)(1w ^ mx) = 0 (参见 (9.1.27)). 因此 , 由 (9.4.7), us(ws(1w Ar) Alm) = ((1x ^ 
jju Alm), 某 个 Al € [Z9WAKAM,LAKA^ M]|n (kerd). 对 上 式 合 成 于 
LxAM(1lx ^i) Aly, 并 利用 (9.4.19) 可 得 ((1x Ag)u’ Alm)Ai(Exam(1x ^i) Al) = 
0, 从 而 由 (9.4.7), (9.4.6) 得 出 Ai(uxam(1x Ai) Alm) = (jolly ^ii) ^Alu)VxAM- 
因此 9” ^ Lam) Ai(exam(Lx At) Alm) = (G" ^Ix)uo(1v ^ii) ^ 1u)UxAM = 
(iu ^lu)VxAM = (i^lu)myu(u^lu)UxAM T ( Aly )my (ju^lu )Ux^M; 从 而 有 
(j" Aleam)A1(uxam (1x Ai) wlm) = 0. REZ G" Al Kam) A1(Uxam (Uwe ^ 
lm) 人 人 lm) E€ (ly Aj^lu)* [EY AM, KAM] = 0, 这 是 因为 YAM 的 最 高 维 胞 腔 的 
次 数 是 g+3. 因此 G" Aleam)Ar(uxam Alm) € (WAlmam)*[MAMAM,K AM, 
从 而 有 G'G" ^1k)^lu)Ai(uxaM Alm) = 0, 并 且 由 (9.4.4) 得 出 G'(" ^1) ^ 
1M)JAl = As(j'(G"u ^ 1k) Alm) = AG} (j'u A lk) Alm), ER A € Z, 这 是 因为 
A» E€ [M AM, M AM] A (kerd) S Z,>{1 mam}. 因此 (V A1m)ug(ws(lw Ar) Alm) = 
(V(1x ^j)u' ^lu)Ai = G'G" Alx) Alm) Ai = AG'G"u ^1k) ^ ly). 而 由 (9.4.21), 
(9.4.24) 可 知 入 = 1, 从 而 有 


mu (YAM )us(ws^lw)(lw^(ly Ai)r)-j'(j"u^lxk) 
(9.4.25) 


— (jU^lu)us(ws ^lu)(1w ^(r^lw)Tix) ， 
(jb ^ 1a4)ug(us ^ 14) (2w ^ (ly ^ i)r) = ijj  (j"u ^ 1g) 
其 中 第 一 个 等 式 的 最 后 一 个 等 式 用 到 了 (77 Alm) Mmk = j'. 现在 对 (9.4.17) 合成 于 
(1g, ,, ^ ug(ws Alm)) (ERS ARZ), 我 们 得 出 
(9.4.26) (Qs41 A 1XAM)(LE。。 ^ ug(ws Alm))fs 
= —(üs41^lxAM)( E, o ^ us(ws ^ 1u)(1w A (ly ^i)r)f' 

—A(üs41 ^ lxaM)(1g,,5 ^ uU (uA 1))f'(1x ^ ij) 

+(@, ^ 1xAM)(1ka, ^ ug(ws Alm)(lw ^ (ly ^ i)r)g 

—(& N\lxam)(1Ke, ^ us(ws Alm)(lw ^ (rAlm)mx))g(1x ^ij) 

+X\(1p,., ^ u'(u ^ 1&)) fa(1x ^ i) 
其 中 我 们 用 到 us(ws ^ Lu)(lw ^ (r ^A 1a)mik) = Aw(u ^ 1x), 某 个 非 零 的 入 € 
2 更 进一步 , 由 (9.4.20), (9.4.6), (Dori ^ Izax)(1e,4, ^u ^ 1)fa(1x ^ i) = 
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(ke ^ (u ^ 1e)uxAM)(go ^ lm) = (kG ^ Bolly MV)Yxam)(g90 ^ 1) = 
Ai (1G, , ^Tig(1y ^ i')UxAM)(hoo ^lxAM) = Alhos ^lrk)Ba(1y ^i xA ( 模 
di 3325). 因此 [(bs41 Alax) (lE 4, ^u^lk)fe(1x ^)] = M(O^lk)«G" ^lk).[(o^ 
lrAK)H2(1y ^i )UxAM] = M(O^lk)«G" AlkK) (Folly ^)).(VxaAM)«lo ^lxAM] = 
(9^ Lk). (iP) (my (TALM)) (xam) ^1x ^M] =A (o ^d)(9 ^1 ))« (mm (VA 
1u)«[c^lxAM] = 0 € Ext! "*(H*LAK, H*X AM). BVA (bii Al zak) (1e,,, ^u^ 
1x)fa(1x ^i) = (bs41@s ^lrak)ga 某 个 g3 € [EIX AM, KG, ^L ^ K]r (kerd) ( 参 
见 命 题 9.5.26), 从 而 有 (le, ^u^lk)fs(1x ^?) = (GS ^lrAk)ga + (Gs41 Aliak) fo, 
A fh e (Ut X AM, Esso AL AK] (kerd) (参见 命题 6.5.26). 因此 , (9.4.26) 变 
为 
(9.4.27) (Gs41 Al xam)(lE, 4. ^ us(ws ^ 1m)) fs 
= —(Gs41^1lxAM)(lg, 5 ^ us(uws ^ 1r)(1w ^ (ly Air) f" 
—A(üsq1 ^ lxAM)(1g,,a ^ u'(u ^ 1k))f'(1x ^ dj) 
十 (Cs ^ 1xAM)(1a, ^ ug(ws ^ 1u)(1w ^ (ly ^ 2)r))g 
—(€s ^1xAM)(lka, ^ ug(ws ^lu)(lw A(rAlm)mx))g(1x ^ij) 
+N ^ 1xAM)(1ka, ^ u')gs + X(Gs41 ^ lxAM)(lg, s Au’) f 
由 (9.4.27), (tKa, ^ us(us ^ 1ap)(1,.y ^ (ly ^ i)r)g — (Aca, Aus(ws ^l )(lw A 
(r ^ lu)mx)g(l1x Atj)+ Au ka, ^ u)gs € [8X AM, KG, AX ^M] J&—^F di OF 
XB 它 表 示 Ext; (H*X AM, H*X \ M)& Z,{lo Alxam]} (参见 引 理 9.4.13) 中 的 
TCR. 因此 我 们 有 
(9.4.28) (Ike, ^ us(ws ^ 1r) (Hw ^ (ly Ai)r)g + Allra, ^ u')g3 
—(lkG, ^ ug(ws ^ 14)(lw ^ (r A 1)mg))g(1x ^ij) 
= A(c^lxAw) (Ba di 边缘 ). 
下 面 我 们 分 别 对 Ao A 1 BE Ao =1 这 两 种 情况 进行 论证 . 
Zi Ao z 1, WH (9.4.27) 以 及 6,0 = ās+1 K 我 们 有 
(1g,, ^ us(ws ^ 1u)) fa = —(1g,,5 ^ us(ws ^ 1)(1w A (ly Air) f’ 
—A(1g,,5 AU (u ^ lk)) (lx ^ij) + Alle, Aw’) f3 
--Ao(& ^ 1xAM) + (Gs41 ^ 1xAM)94 
HF g4 E [EHX A M, KGa AX AM]. 再 合成 于 (1g; ^lx ^o) = (lE ^ 
QxAMmm (V A^ 1m)) 即 得 出 (15, ^ Ix ^ o)(& ^ 1xaM) = (egy, ^ GxAM(I u^ 
ly )(1w ^my (u^ly))fa = (1g, NaxAM m VAM us (ws ^lar)) fa = Ao(l E2 ^ 
Ix ^a)(&^lxAM), 从 而 步骤 1 的 结论 得 证 . 
若 No = 1, 则 通过 对 (9.4.28) 合成 于 (1o, ^ my (P ^ 1a), 并 利用 (9.4.25) 可 
得 (lke, A7(j’uAlk)g = (lkG, ^ mu(V ^ 1ar)ug(ws AlMm)(lw A (ly ^ i)r)g = 
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(oAlm)mm (Alm) (E dy 边缘 ). 更 进一步 , 通过 对 (9.4.28) 合成 于 (lkG, 人 jwAlm) 
并 及 利 用 (9.4.25) 可 得 
(lec, 入 和 jpAlM)(cALxAM) 
= (la, A (jp A 1m)uslws A 1m)(lw A (ly Ai)r)g 
~(lkg, ^ (jU ^ 1m)uglws ^ 1m)(lw ^ (r ^ lm)mx))g(1x ^ij) 
+All ka, ^ (jY ^ 1ar)u')ga 
= (lke, ^i3(9 (G^ ^lk)(u^lx))g 
—(1kc, ^ j'(G"u^lx)g(lux ^ij) +A Ke, ^j'(j" ^1k))gs 由 (9.4.25) 
= (lg, ^ij)(c ^1 mm (V ^ 1a) — (6 ^ 1u)ma (b ^ Lar) (1x ^ ij) 
4X(1ka, ^ 3G" ^ 1x))gs 
= (lke, ^ jU ^ 1u)(o ^ 1xaM) + Alka, ^ JG" ^1x))gs 由 (9.4.6) 
( 模 di 边缘 ), 因此 (xe, AJ (" Al x))93 = 0, 从 而 有 gs = (Ike, Aio (1v ^i'))gs (E di 
边缘 ) , 某 个 gs € [Et XAM, KG,AY AM]. 因此 , 由 (9.4.6), (9.4.20), (Lra. ^ 
Hig (Ly Ni )UxAM)(go^lu) = (Lra. ^(uAl k)ux^M )(go^la) = (Psi Al pA K) (1e 41^ 
u ^lk)fs(1x ^i) = (bs410s NILAK)g93 = (bstiCs ^lpAk)(1kG, ^Ba(1y ^i'))gs, 从 而 
(1, a ^VxAM)(go^ly) = (bie ^lyAM)gs, 这 证 明了 Ai (UxAM)«[hoo ^lxAM] = 
(UxAM)«[g9o ^1] = 0 € Ext! af (H*Y AM, H* XAM), 从 而 由 引 理 9.4.13(2) 得 出 
Ai —0. 因此 [goA1m] =0, 从 而 (bs41 Alwak)fa(1x ^i) = (bs412s ^lwAk)9go, 某 个 
ge € [4*4 XAM, KG,^WAK]3£FH. fs(1x Ai') = (6sAl wax) Got+(Gs41Alwak) fs, HE 
^ fie [x XAM, ES4433^AW AK]. 因此 ,通过 对 (9.4.17) 合成 于 (1g, ^w Alm) 
得 出 
—(@s41 ^ lpam)(1B, 42 ^ ws ^ 1r) fa 
= (€541 ^lPAM)(lg, a ^ (ws Alm)(lw ^ (ly Air) f’ 
+(Gs41 ^ lpAM)(lg, 4 ^ (ws ^ 1lu)(1w ^ (r ^ 1lay)mg)f'(1x ^ij) 
+(Gs41 ^ lPAM)(Lg, 5 ^ (ws Alm)(w ^ (r Alm)mx)f3 + (Gs ^ 1PAM)gT 
其 中 di 循环 gz = (Lea, ^ (ws ^ 1la)(1w ^ (ly ^ i)r)g — xe, ^ (ws ^ 1u)(1w ^ 
(r ^ 1uymk)g(1x ^ij) + (1a, ^ (us ^ l)(1w ^ (r ^ 1y)mx)ge € [Ett X ^ 
M,KG,^P ^M]. MERR Extq tH (H'PAM,H*X ^ M) 中 的 元 素 . 可 是 , 这 
个 群 为 零 , 这 可 由 以 下 由 (9.4.23) 导出 的 恰当 序列 看 出 : 
0 = Ext * (H*W ^ K, H* X ^ M) GAS 
Ext *H (H*P A M, H*X ^ M) C 
Ext? 14 (H* M, H*X ^M) (aw At ow AMD). 
其 中 左边 的 群 由 命题 9.4.11(4) 为 零 而 右边 的 群 由 命题 9.4.11 (1) 有 唯一 生成 元 mm (WA 
1Mrz)*(5), BEWE (lw Ai’)(dw ^lar))«my (b ^ly)* (6) £0 € Ext! PI (H*WA 
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K, H*X ^ M). 

因此 , (6 ^1pAM)gz = 0, AM —(15,,, ^ws ^lu)fa = (le, ,.\(wsA1lm)us(lwA 
(ly ^i)r)f' — (15,,;^(ws^lu)(1w ^(r^lu)mx)f' (1x Aij)+(1e.4.\(wsAlu)(lwa 
(rAlu)mx))|f4--(G41^lpPAM)ga, 某 个 gs € [2044 ? XAM, KGs APAM]. 再 合成 
于 (ug ^oxAM-:ur), 我 们 得 出 (1e, ^ lx ^o)(&^lxAM) = (1e, 人 QXAM(I u^ 
lm)(lw ^my(u ^lyu))fs = (Lea, ^axAM + U7(wsAlm)) fs 20. 这 证 明了 步骤 1 
的 结果 . 

步骤 2 证 明 (dsj1 人 人 lm)hoo =(KAly)a = 0. 

由 (9.4.3), (9.4.4), Lx AM (1x ^od) = uxamaxamy — 0, 从 而 由 (9.1.15) uxam = 
LxAk (lx Av) ,其 中 uxar € IX ^ KWAK). RITER X AK! RRMA 
WAKV XY, 即 存在 分 裂 的 上 纤维 序列 EY 一 XAK' 一 WAK, 这 可 由 以 下 
3 x 3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 并 利用 (ly 入 力 ayAw7 A T(1k ^on) 看 出 : 

XAM "48 WAK > mty 
N lx ^U HxAK' NU III Za Ajay AM 
XAK’ "I 
Vx xe NÍÀxX^ ZY Nax ~ 
ry 3 — yeux < EXAM 
因此 , 存在 分 裂 的 上 纤维 序列 DIY AE XA KOE WAK, 从 而 存在 vx : 
XA^K'— XY WR xax: WAK A XAK' 使 得 Vxak' :TxXAK' =ly, BxAK! 
UXAK! = lwak, TXAK! "VXAK! -VXAK! * ILXAK! = lxAK!- 

由 步 台 0 1 的 结果 可 得 (e ^luAxAki)(o^lxAk) = 0, 因此 (&^lyuav)(a^ly)-— 
(le... Alm AVXAK') (KA laAxAk (a Alxa (lm ATXAK') = 0. 再 利用 (9.1.32) 
中 的 分 裂 性 可 得 (Coy ^ 1Mm)hoo = (&^Alw)a = (1g, \IumAvV)(KA Mayank )(@A 
lyAK')(l1m AT) = 0, 这 证 明了 主要 定理 C. 证 毕 . 

注 在 以 上 主要 定理 C 的 证 明 中 , 我 们 只 用 假设 (ID 用 来 输入 (lE AOA 
1m)(k 信 1m)mm(W 和 人 lm) = 0. 因此 , 主要 定理 C 的 几何 假设 (ID) 可 以 弱化 为 假设 
my (V ^ 1u)*(6 A 1m) (ő) € Ext! PP (H* L ^ M, H* X ^ M) 在 Adams 谱 序 列 中 是 
一 个 永久 循环 . 

利用 本 节 一 些 新 的 上 纤维 序列 的 知识 , 我 们 还 可 以 给 出 定理 9.3.9( 从 而 也 是 主 
要 定理 B) 的 另 一 个 证 明 . 我 们 先 作 一 些 准 备 工 作 . 

E35 aai = 0, 因此 由 (9.1.23), 存在 of, wy € EY ^ M, K] ETRY (r^ 
luymk = d. 作用 于 导数 算 子 d, dak, rr ^ 1u)mk = -d(o) = 0 从 而 
dah, m) € (mu (UA 14) * 79M, K] = 0. ayam(ly ^ i)r € [Z* ?K, K] = Z, (0j, 
从 而 of wu (ly Air = Ao", FER A € Zp 注意 到 d((ly ^d)r) = (r^la)d(lk ^i) = 
(r ^ 1y)mk, 因此 作用 于 导数 算 子 得 出 œ = ovy mlr ^ Mmg = Ad(o") = 一 AQ 
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从 而 入 = -1 由 (9.1.8), hi" = D, ri! = 万 .7 相差 正 负 号 ), 因此 (r Alm )mxi' = 

—(ri ^ 1,4 )miy = (8 ^ly) = (hi Alm), 从 而 od ur ( hi" Alm) = Aor (r^ 
Lu )mxi’ = Aga’i’ = Agi'((o1)ri" Alm) 而 得 出 ofa (Rh Alm) = Aoi'((o1)r Alm), 
其 中 A = xl. 5—JriBi i(li) Almir ^ 3')(?" ^ lx) = ilai 和 Al)7 = 
i'(ijo — aij) j’ = 0, A i'((on)r ^ 1r) (1p Aj’) = Mo" (j" A1), HEP X € Zp. E 
成 于 定理 6.5.18 中 的 A 可 得 出 Na 和 = Naij) = No" (j" AAK)A = i'((on)r ^ 


1 AJDA = -i((oi)Li" Alm )ijj’ = -ai 从 而 X = —1. BZ, 存在 
ayam € 22 7Y ^ M, K] 使 得 
Ov A M(T ^ 1 )mik =a’, Ov mylly Air = —a”, 
(9.4.29) d(o'y. y) = 0, Oy y^ 1r) = Aof'((a1)r ^ 1m), 
((ai)~ ^ lu4)(1r Aj’) = -oa GG" ^ 1x) 
其 中 ào = £1. 
注意 到 of wy : IPY AM > K EASE X ^M, 由 以 下 上 纤维 序列 
(9.4.30) xe-2y A M ay KENY y a MIY yY AM 


所 给 出 , 并 且 以 上 的 映射 Yxam € [X AM,X* 1Y AM] fl v € [LAK, XAM] f& 
好 是 (9.4.2) 和 (9.4.6) 中 的 映射 . 这 可 由 (9.4.6) 中 mu (@Alm)bxam = mu (P A 
lm),(9.4.2) 和 以 下 3 x 3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 得 出 


xaM HM) yuy patik 
NxAM PMTAM) \ ALK) 7 AT NIAI 
(9.4.31) va-ly A M SLAK pa AM 
fume Nem ZG" Ng NU / YXAM 
PK EK “BO OSXAM 
并 且 由 此 有 以 下 关系 式 
(9.4.32) VxAMU = (r ^Aly)mk(j" Alk). 


命题 9.4.33 Wb p > 5m V 为 任意 谱 , 则 对 任意 映射 f e [2* 开 ,站 入 天] 有 
(ly ^ o/)d(f) = d(f)o' — 0. 

证 由 (6.5.12), a 人 lk = myo'm,, KP m; 2 mk&T: MAK > K, mkg 
Tmky : EK —» MAK. d(f)o'm, = (ly ^ m4)(1T' ^ 1«)(1u ^ f mga MK 
(ly ^m )(T' A1k)(1y ^ f)(G^ 1k) = (1y ^m'4)(T' Alx)(aAly ^lk)(l ^ f) 
(lv ^ m'k(a ^ 1k))(T' ^A1k)(lu ^ f) 2 0, HT’: MAV VAM 为 交换 映射 . 
证 毕 . 

命题 9.4.34 在 主要 定理 B 的 假设 (1) 之 下 我 们 有 

(1) Ext * ! (H* K, H*K) = 0. 

(2) Ext *(H*Y ^ M, H* K) 有 唯一 生成 元 (ly ^i).r.[o ^ 1]. 
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证 (1) 考查 以 下 由 (9.1.2) 时 出 的 恰当 序列 
Ext? s+ HT M, H* M) G) Ext? “tatq(H*K, H*M) 


Os Ext 1(H*M, H* M) 2 


由 假设 (1), 右边 的 群 有 唯一 生成 元 j*i.(o) 使 满足 0.3 * i (0) = (17) 204 (6) #0. 因此 
im (j^), = 0. 由 假设 四, 左边 的 群 为 零 或 有 两 个 生成 元 (17) 404 (7), (19) * o (7) (这 类 
似 于 命题 9.3.1(2) 的 得 出 ), 因此 Ext *(H* K, H* M) = (iP) Ext; 4 * (H* M, H* M) 
为 零 或 有 唯一 生成 元 (i)a Almh (7). 再 考查 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 

Ext*;/***(g* K, H* M) £25 Ext’? "Ur H*K) 
O5 Ext" (H* K, H*M) 2 

由 假设 (D), 右边 的 群 有 唯一 生成 元 j* (tio) 使 满足 atj iao) = (i) (49 as 
(8) £0 € Ext ^ ***(H* K, H* M) 从 而 im (i’)* = 0. 左边 的 群 为 零 或 有 唯一 生成 
元 (i)«(o3 ^ 1a )«(77) 从 而 im (j)* = 0 使 得 中 间 的 群 如 所 求 的 为 零 

(2) 对 任意 g € Ext; "(H*Y ^ M, H K)my(u ^ 1y)).(g) € Ext; 4^ * (FAM 

H* K) = Z,((')*(6)), 这 可 由 命题 9.3.0(2) 中 的 Ext; (H* M, H* M) S Z, {a} 以 及 
Ext 4 * '(H*M, H*M) = 0 得 出 , 而 后 者 是 由 假设 (I)Ext 4 (Z, Zp) = 0( 当 
u = 0,—1,1) 所 得 出 . 因此 (mu (u ^ 14))«(g) = X Glo ^ 1a] = Xi ^ 193] = 
Nike, AJo ^1x)] = A (3). le ^ 1k] = A(mu(u^lyu))»(ly ^i).r.lo Al x] 从 而 
g =X (ly ^i).r.[o ^ 1k] (GER X € Zp) S ((r ^ Lu )mi),Ext ^ ! (H*K, H* K) = 

0. 证 毕 . 


定理 9.3.9 的 男 证 ”由 主要 定理 B 的 假设 I 可 得 (le. \0’)(KA lk) = 
(G1 A1K)(hoo A 1k) = 0, 因此 (KA 1e) = (ley, ^ J^ Alx)f 并 且 有 d(e., A 
J" Alx)f) = 0. 即 我 们 有 
(9.4.35) K^lk = (lei. AJ” Alk)f d(f) = (lg,,; ^i" A 1k) f' 
HH f e [Ett K, Es42 ALA K], f' € [X2*9*?K, E,45 ^ K]. 

由 (9.4.29)(9.4.35),(15,,, ^ op Au (h^ 1a) (1p ^ j))f. = Ao(1g, a ^ i ((o1)r A 
lu) rAj))f = —X(1z,,, ^o" (j" ^1x))f = —Ao(1z,,, ^o") (&^lk), SEF Ao = £1. 
BI efi 
(9.4.36) (1g, ț ^ oy ur ( h^ 1ar)(1p ^ 3'))f = olleg: ^ o" )(k ^ 1k) 
其 中 ào = +1 

随 之 有 (Gs41 ^lk)(Lg, ; NOY Au (OR ^lu)(1r^3))f = —Ao(Gs41 A1x) (1B, 45 A 
a")(k« Alg) = —Ao(& ^ 1x)(lke, Aa”) ^ 1k) = 0, 由 o" SH Z 上 同调 群 
的 零 同 态 所 得 出 . 因此 , 由 (9.4.30), (as41 ^ 1y AM) (1g a ^ (R^ La) (1p ^ j))f = 
(1p, a AUxAM) fa, E fa € [D+ K, Bayi AX AM]. EZA (bci ^lyAM)(U E, A 
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xaM)f2 =0 从 而 由 (9.4.30) 得 出 (bi Al xam) fe = (lke, ^u (I Alk))g, EF di 
循环 g c [E71 K, KG 41 AK], 而 这 个 di 循环 表示 Ext 和 “9 (H*K, H*K) & 
Zp{(hoo)”} 中 的 元 素 . 因此 [g] = X (hoo)" = X (a")alo ^ 1k], A’ € Zp 从 而 
(baa ^ Lxam) fa] = (wi A Lic) xg] = A (u/( ^ 1x)) «(2 )alo ^ 1x] 
= N (w (i” A1k))«(¥,m)«((ly Airde A 1x] = 0 
因此 (bs+1 Alxam) fe = (bs41%s ^ 1xaM)92; 某 个 g2 € 29  K, KG, AX AM] 从 
而 fo = (€s Alxam)ge + (@s41 A lxam)fs, ÆT fa € [99 K, Es+2 AX AM] 并 
且 得 出 
(ās+1 ^ ly AM)(Lg, 4 ^ (hA 1ar)(1o ^ j?))7 
= (Gs41 ^ lyaAM)(lg, o ^ VxAM)Fs + (Cs ^ ly AM)(1xG, ^ VxAM)S2 
= (as41^lvaAM)(lg, 4 ^ VxaM)fa + AEs ^ lyaM)(1 kg, ^ (ly ^i)r)(o ^ 1x) 
= (G@s41 ^ lyAM)(1g, 2 ^ VxAM)fa 
+X(Gs41 ^ lyaM)(1g, 5 ^ (ly ^ i)r)(& A 1x) 
某 个 € Zp, 其 中 di 循环 (lke, ^ VxaM)go € [Z9K, KG, ^Y ^ M] 表示 元 
3x& Ally Airde ^ lx] € Ext? "(H*Y A M, H*K) (参见 命题 9.4.34(2)) 从 而 它 
等 于 Alga, ^ (ly ^ i)r)(o ^ 1) ( 模 di 边缘 )， 因 此 有 (1e,., ^ (hA1m)(lr 信 
3)f = (lss ^ Vxam) fs + Mg a A (ly Ai)r)(K A 1r) + (t41 A lyam)gs, 某 个 
g3 € [Z4 K, KGs AY A M]. 再 合成 于 le, Aly ^ o 并 利用 (9.4.8) 可 得 出 
(le... ^w ^ ly)fs = (lE: ^ayAMmaM (P A1m)) fs = (1g, AlrAa)yxAx) 户 = 
—A(lg,,5 ^ (ly ^ oi)r)(& ^ 1k) = —M1g, ArAL) 元 Ka)(CA1K) = 0 从 而 由 
(9.4.7) 得 出 fa = (Le... Alls Aju Alm) fa, ER fa € [ETI K, Espo A LAK AM]. 
即 我 们 有 
(9.4.37) — (ley, ^ (hAm) ^ 3))f = (le ^ Pxam((Lx Aju ^ lm))fa 
TA(1g, 4 ^ (ly ^A i)r)(& ^ 1«) + (Gs41 ^ ly AM)3 
= (le... ^ VxaMU )fs + Ley, ^ VxaM(Llx ^ij)u (lr ^ mk))fa 
TA(1g, 5 ^ (ly ^ i)r)(& ^ 1x) + (G1 ^ lyam)g3 
其 中 我 们 用 到 了 fa = (1g, ALL Am) rA ^3)) fat (1g, 2 ^(1pA ^A) (Ln ^mx ))fa 
JF Aid (le, ^ lnak ^ J)fa = fs. 
将 (9.4.37) 合成 于 le, ^ov 并 且 利 用 (9.4.36) (9.4.30) 可 得 出 —Ao(LE, 42 ^ 
a" (KALE) = (Esra ^o Au (RNM) ULAS = Mg s ^ov am Oy Ad)r)(KALK) = 
一 和 (1E, ^ o" )(& ^ 1k). 如 果 A A Ao, 则 得 出 (Lp ^o") ( ^ 1c) = 0 从 而 定理 得 
证 . 因此 , 下 面 我 们 假设 和 = Ao. 
由 (9.1.8), RIJE uh = ij" Ji my (Alm) (halm) = 9" Alm (相差 正 负 号 ). A 
此 , 可 能 发 生 的 是 或 者 mm (UAL) (RAL) = Ao(j"Alm) RE mu (UAlm)(hAlm) = 
—Ao(j" Alm). 下 面 对 这 两 个 可 能 的 情形 分 别 讨论 . 
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情况 1 mM (UA 1yM)(h ^ 1m) = Ao" Alm). 
这 个 情况 下 , 将 (9.4.37) 合成 于 le, Amu (UA lm), 得 出 
(9.4.38 ) 和 oO(1LE。， ^j)&^lk)- Ao(lg,,. ^ j'(3" ^ lx))f 


= do(lE,2 ^ (" Alm )(L ^ j'))f = (1, AMMA 1y)(h Alm) AJ’) 
= (1g,,4 ^ mu(u ^lu)VxAM(lx ^ij)u (1p ^ mx))fa 
Ao(1p,,5 ASK ^ I) + (G1 ^ 1a) (1c, ^ mu (UA 1))gs 
= —(1g,4 AFG" Alr)(lr ^mx))fa 
tAo(15,,5 ^ j)(& ^ 1k) + (Cs41 ^ 1a) (1 «o,4. ^ mu (u ^ 1m))93 
Ji fs (1e, 2 Aj G"Alk)(1pA^mzx))fa = (i ^lw)(0 ka, Ama (^19 ))gs, 其 中 
我 们 用 到 了 my (u^lu)Ux^M(lx ^ij)u' = my (U^la)(1x Nij)u' = —(jUALM)u! = 
—j'(j" ^ 1x), 由 (9.4.6) 和 (9.4.1) 的 最 右边 的 方块 图 所 得 出 . 更 进一步 , 对 (9.4.37) 
作用 于 导数 算 子 d, 则 得 出 | 
(9.4.39) (leo \(RAIm)(1t ^ 3) (8 ^ 1)) f! = (Levis ^ Vx )d( fs) 
十 LE. ^ VxAM(lx ^ij)u')d((1g, 4 ^ lr ^ mk)fa) 
t(lg, ^ VxAMU (lL ^ mxk))fa — Ao(lg,,, ^ (r A1u)mgk)(& ^ 1k) 
+(Gs41 ^ lyAM )d(ga) 
由 (9.4.32) 我 们 有 VWxAxw = (r ^lu)mk(" ^ 1k) 从 而 (ju ^ 1u)VxAMu' = 
3 (" ^ 1k). 因此 , 将 (9.4.39) 合成 于 le. ^ ó- ju ^ lac 可 得 出 
(9.4.40) Ao(1g, 2 ^(Ó^lu)j')(&^lk)- (1g 2 ^(6^lu)J (3^ ^1x))d(fs) 
(15,4 ^ (6 ^ Ly)ijj G" ^ 1«))d((1g,,, ^ 1p ^ mx)fa) = 0 
这 里 用 到 了 (le... ^ (6: u^ 1u)UxAMU (1p ^ mx))fa = (1g,,5 ^ j'G" ^ 1«)(1r ^ 
mxk))fa = (6&1 ^lraAM)(ü ka, ^($^lu)mu(u^lyu))gs = 0 UKA 1, ^03 =o. 
站 (相差 非 零 系数 ) 得 出 (1g, 4 A(0^1a)3 G^ Ax) dls) = (Le, 4 A LAj'o!))d(fs) = 
0 (参见 命题 9.4.33) 从 而 (9.4.40) 右 式 的 第 一 项 为 零 . (9.4.40) 右 式 第 二 项 以 相同 理 
由 为 零 . 

由 (9.4.40) 随 之 有 (1Le,,.A¢A1K)(KALK) = (1z,,,\(ILAMIALK))(@ALK)(KA 
lx)(j7’ ^ 1k)v 三 0 从 而 得 出 (lp ^o )(KA 1k) = (le, 42 ^ A(@A1x))(K ALK) = 
0 而 定理 得 证 . 

情况 2 mM (u ^ 14)(h ^ 1.) = —Ao(j" Alm). 

这 个 情况 下 ,(9.4.38) 堪 式 改变 正 负 叶 , 从 而 得 出 —(1e,,, ^ JO" ^ lr) ^ 
mx))fa + (6&1 ^ 1m)(1ka@,,, ^ mu(U A 14))gs = —2N0(lg,,s 人 站 (rk 人 1Kk) 而 
将 le... Ad :和 入 lx 合成 于 (9.4.39) 就 得 出 

(Ao 一 2Xoj(TE+a A (GA 14) )(& ^ 1k) 

= Ao(1g, 4 ^ (^ 1a)j ) ^lk) — (15,42 ^ (6^19)3 G^ ^1k)(lp ^mx))fa 

= (lpg, ^ (QA lm) (^ ^lk))d(fs) 


9.5 ”球面 稳定 同 伦 群 的 一 序列 hoo 新 元 素 族 : 203 - 


*(lg, s ^ (O^ l1m)ij3 G^ ^ 1«))d((15,,; ^ 1 Amx) fa) = 0 
从 而 以 同样 的 理由 使 定 理 得 证 . 证 毕 . 
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在 本 节 , 将 由 9.2 节 主 要 定理 A 和 9. 4 节 主 要 定理 C 推出 球面 稳定 同 伦 群 的 
一 序列 hoo 和 hoo’ 新 元 素 族 的 收敛 性 , 其 中 o 和 o 为 一 对 ao 相关 元 素 . 
定理 9.5.1 i$ p27,n 2 2, M 
hoh, € Ext2? **(Z,, Zp), hobn_1 € Ext»? ***(Z,, Zp) 
在 Adams 谱 序列 中 是 永久 循环 , 并 且 它 们 分 别 收敛 到 rpng+g-29,Tpno+g-39 中 的 
非 零 p 阶 元 素 . 
证 由 文献 [12] p.11 定理 1.2.14, 有 do(hn) = aobn_1 € Ext? 9+1(Z Zp), n > 
1, 其 中 d; : Ext? *(Z,, Zp) 一 Ext3? **1(Z,, Zp) 为 Adams 谱 序 列 的 二 阶 微分 算 
T. 即 ha 和 bn- 是 一 对 ao 相关 元 素 , 从 而 可 以 将 主要 定理 A 应 用 到 (o,o’) = 
(hn, bn-1), (s,tq) = (1,p^q). 我 们 只 需 验 证 主要 定理 A 的 假设 (D, (ID, (III) 成 
立 . 由 第 5 章 关 于 Ext" (Zp, Zp) 的 Zp 基 的 计算 表格 (s < 3) 可 知 以 下 主要 定理 
A 的 假设 (I), (IT) 对 (cc ) = (hn,bn-1),(s,tq) = (1,p"q) ML. 另外 由 [17] 关于 
Ext^" (Zp, Zp) 的 计算 结果 可 知 以 下 成 立 : 
Ext? 9t"atl(Z,Z)=0 (r=1,3,4) 
ExtbP a+ra(Z 2) 20 (r=2,3) 
Ext42 4*20*1(7 Zp) & Zy (Gab, 1) 
Ext42 9+2(Z Zp) & Z,(adb, i), ^ Extt? *'1(Z,, Zp) = 0 
即 主要 定理 A 的 假设 (ID 对 (0,07) = (ha, bn—1), (s,t9) = (1, pq) 成 立 . 因此 , 由 
主要 定理 A 得 出 hob, i € Ext?" ***(Z,, Zp), ix(Roln) € Ext22 ** *(H* M, Zp) 在 
Adams 谱 序列 中 都 是 永久 循环 . 由 注 9.2.35, 主要 定理 A 还 可 得 出 (1r ^d). Q.(h«) € 
Ext? *** (H*L, Zp) 在 Adams 谱 序列 中 是 永久 循环 , 从 而 再 应 用 主要 定理 C 即 可 
得 出 本 定理 的 结果 , 这 是 因为 通过 第 5 章 中 关于 Ext% (Z5, Zp) 4s = 1,2,3 时 的 
Zp 基 的 计算 表格 容易 看 出 主要 定理 C 的 假设 (D) 对 (o, 0,5, tq) = (hn, bs, 1, p^a) 
成 立 . 证 毕 . 
现在 我 们 再 应 用 主要 定理 A 和 主要 定理 C 到 (o, 0^) 9 (hnhm,hnbm-1 一 hmbn-1)， 
(s,tq) = (2,p"q + pq), 以 便 得 出 球面 稳定 同 伦 群 的 另 一 序列 hoo WRK. ATR 
证 主要 定理 A 的 假设 (D, (ID, (HD, 先 证 明 以 下 命题 . 
命题 9.5.2 Wp>7n>m+2>4,tq=p"q+pg, 则 
(1) Ext 4*7** (Z,, Zp) = 0 4 r = 2,3,4,u = —1,0 Kr =3,4,u=1, 


. 204 - 第 9 章 球面 稳定 同 伦 群 的 一 序列 新 元 素 族 


Ext 1 **(Z,, Zp) & Zp{Rohnbm—1, hohmbn—1}, 
Ext^ 1 (Zp, Zp) € Zp{bn-1bm-1}, 
Ext 4 t (Zp, Zp) & Zp{aohnbm—1, dohmbn—1} 
(2) Ext% Itt Z, Zp) = 0 4 r= 1,3,4, Ext; ^ *(Z,, Zp) = 0 4 r = 2,3, 
Ext% Itt Z, Zp) & Zp{Gahnbm—1, Go habs i); 
Ext; 4*^(Z,, Zp) & Zp(aghsbm 1, ad hmbn_1}, 
Ext% "I+ (Z,, Zp) & Zp{aobn—10m—1}, adbn 10m 1 # 0 € Ext; ^ (Zp, Zp) 
证 ”由 定理 5.5.3, 存在 May 谱 序列 (MSS) (E?**,d,), 它 收敛 到 Ext (Zp, 
Zp), 并 且 具 有 E- 项 
Ey" = E(hij |i > 0,7 > 0)@ P(bi,j |i > 0,7 > 0)@P(a |i > 0), HER 
示 外 代数 而 了 表示 多 项 式 代数 , hig < 页 VPM, by e EPP VP POY, a 
c ELIP -LAH 考查 以 下 各 元 素 第 二 次 数 (mod pq), 其 中 0<i<n,n>m+2>4. 
| hs |- (pst*-14...4p%)q (mod p"q), O<i<sti-1l<n 
=(p"!+4---+p*\q (modp"q), O<i<sti-l=n 
| bii |= (pt i e»). (mod pq), 1 < 
= (p^-1-...--p)q (mod p"qg), 1<i<s+i-l=n 
| ai+1 |= (pi +---+1)¢q+1 (modp*q), 1l<i<n 
| ai+ı |= (p Sarees mee’ ), t=n 
对 十 次数 p5 tatran u A 0 <r <4,—1<u <2, k= p”q+rq+ u (mod p"q). 
因此 , 24 3 < w <5, Eyer" AR 存在 这 样 的 生成 元 已 具 有 以 上 元 素 之 一 作为 因 
f, 这 是 因为 这 样 的 生成 元 将 具有 第 二 次 数 (esp? 十 … 十 clp 十 co)g 十 d (mod pq), 
HHog 401 <icm-1Rm<i<n)0<aq<pl=0,---n0O<d<5. 另外 
第 二 次 数 | ba |= pq (mod p^q)(1 € i < n), | hi; |= p'q (mod p”q)(0 <i € n). 
因此 , 排除 以 上 因子 以 及 第 二 次 数 > tat p 的 因子 , 可 知 EP aye RoC 
的 可 能 的 因子 只 有 a1, a0, hio, hin, Pim, pn 01, - 
因此 , 由 次 数 原因 我 们 有 
ppuretb* 2: r=3,4, pgpatratt* — 9 4 r= ?2,3,4,u = —1,0, 


~<sti-l<n 


4,t ,* — 4,t T1, 

Fy?" = Zp{bin—-1b1m-1}, EQ = Z,{aohinbi,m—1,40h1,mb1,n-1}, 
4,tqt+2,* — 2 

Ei = Zplaóhi,n him]; 
4,tq+2qt+1,* — 

Ey = Zy(hioaihi;shi,m]) 


4,tq+q,* __ 

Eye? IL Zp {hi ohi nbi,m-1, 21,0h1,mb1,n-1}; 
3,t Tl, 3,t * 

Ei 1 — p{aohi nhim}, Er’ m= = Zpyhi, nU1,m— 1, hı, mUÜ1,n— i}, 
3,tqt+q,* _ 3,tq+2qt1,* — 

Eyer?" = Zp{hiohinhim}, Eyer” =0 


注意 到 MSS 中 的 微分 算 子 是 导数 的 , 即 由 (zy) = dr(z)y+(-1)*zdr(y), £ € EY", y € 
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Ep 另外 ， Q0, hin bini, 1,041 在 MSS 中 是 永久 循环 ， 它们 分 别 收 敛 到 Q0) ha, 
bn-1, G2 € Ext?" (Zp, Zp). 因此 , 微分 d ES tats = 0( 对 所 有 7 之 1) 当 s==wu=0 
或 =1,4=0 或 s=0,wu=1 或 s= 2,u = 1. AW, bin_ibim-1,aohinbim-_1， 
aohimbin_i, hiohinbim-_i,hiohimbin_1 € Eb'"* 在 MSS 中 不 是 d. 边缘 , 从 而 
bn_ibm_1;Q0hnbm_1,aohmbn_1; hohnbm-1, hohmbn-1 在 Ext" (Zp, Zp) 中 都 是 非 零 
的 . 这 完成 了 (1) 的 证 明 . 

类 似 地 , 由 次 数 原因 我 们 有 

EZ tt e Z {aohi ohi nbi,m-1, ofi ofi mbi,n 1, 0101, 101,1) 

Er Z 0 4 r=3,4, Eyjy4U9*-0370—2, 

Etat?etls cv Zp{h1,0€1h1,nb1,m—1, 1,0011, 01,5 1] 

EyUTU* = Z(aghacibs-ih Er 4 & Zhioahiahus]): 

Et — Z {ahi mbin—1,0¢h1 nbin—1} 
pjtst5* 中 的 生成 元 在 MSS 中 全 部 死 掉 ， 这 是 因为 aohiohinbtm-1 = 
—di(aihin b1,m—1), @ohiohimbin—1 = —dı (arhi mbi n-1) 以 及 

dy (aibi n—1b1,m-1) = —aoghi,0b51,5 151,1 Æ 0 € patere 


因此 Ext 1*1 (Z,, Zp) = 0. 另外 , 类 似 于 (1) 的 证 明 所 述 可 知 , d, Estate = 0, 
drE4tat249tl* — 0 (对 所 有 > 1), = 1,2 .因此 2”* 中 的 生成 元 在 MSS 
中 分 别 非 零 地 收敛 到 G2hnbm—1, Go hs ba L1, Gobn—1bm—1, a%hmbn—1, a%hnbm—1 . 对 
最 后 一 个 结果 , 注意 到 dB5t+2* — 0 (对 所 有 r 2 1), 因此 a2bp_ibm_1 #0 € 
Ext$**^(Z,, Zp). 这 证 明了 (2). WEE. 
定理 9.5.3 WE p2 7,n2m-22A, i 
hohnhm € Ext? **? 4 (2, Z,), 
ho(Rnbm—1 一 hmbn—1) € Ext4P ateata Z, Zp) 


在 Adams 谱 序 列 中 是 永久 循环 , 并 且 它 们 分 别 收敛 到 npgtpma+g-38 以 及 
Tprqt+p™g+q—-49 中 的 非 零 p 阶 元 素 . 

证 ”由 文献 [12]p.11 定理 1.2.14, 有 非 零 二 阶 微分 算 子 d2(hn) = aobn-1,n 2 1, 
随 之 有 do(Rnhm) = di(hn)hm + (—1)it?"ahnd2(hm) = dohmbn—1 — aohnbm-1. A 
此 (haha, habs 一 hnbm-1) 是 一 对 ao 相关 元 素 . 将 主要 定理 A 应 用 到 (0,07) = 
(haha, hmbn_1 — hnbm_1), (s,tq) = (2,p"a + p^q) 可 得 出 ho(hmbn_1 — habs) € 
Ext4P atata Z, Zp) WAR is(hohnhm) € Ext? 9*9 9 (Z,. Zp) TE Adams 谱 序 
列 中 都 是 永久 循环 , 这 是 因为 由 第 5 章 关 于 Ext (Zo, Zp),s « 3 的 Zp 基 的 表格 
以 及 命题 9.5.2 可 知 主要 定理 A 的 假设 (D, 0, (M 成 立 ， 由 注 9.2.35, ERE 
理 A 还 可 得 出 (lz ^ i) d. (hah) € Ext? 9*7. 1 7* (H*L, Zp) 在 Adams 谱 序列 中 
是 永久 循环 , 再 应 用 主要 定理 C 即 可 得 出 本 定理 的 结果 , 这 是 因为 由 第 5 章 关 于 
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Ext% (Zp, Zp) 4 s =1,2,3 的 Zp 基 元 的 计算 结果 容易 看 出 主要 定理 C 的 假设 (1) 
RA. WEB. 

以 上 定理 9.5.1 和 定理 9.5.3 得 出 了 球面 稳定 同 伦 群 的 一 序列 共 4 族 hoo 新 元 
Falke. 实际 上 , 还 存在 另外 奉 干 对 ao 相关 元 素 , 从 而 预期 可 以 再 得 出 球面 稳定 同 伦 
群 的 另外 一 序列 hoo 新 元 素 族 . 我 们 有 以 下 猜想 . 

猜想 9.5.4 Ub p > 7,n > 3, 则 存在 非 零 二 阶 微分 算 子 d2(gn) = aoln € 
Bxt42” 4+2p"4t1(Z Zp) n > 3( 相 差 非 零 系数 ), 并 且 
"ee ere Zp) 

hol, € Ext? 9+2p ata Z, Zp) 
在 Adams 谱 序 列 中 是 永久 循环 ， 它 们 分 别 收敛 到 mn+io+?pno+o-39 以 及 
rpntigt2pngtq_49 中 的 非 零 p 阶 元 素 , 其 中 on € Exc) 9000 (2, Zp), ln € 
Ext)? 4+2p"9(Z,, Zp). 

猜想 9.5.5 设 p>7,n>3, 则 存在 非 零 微分 算 子 da (kn) =a0ll, EBxt2?” eme 
(Zp; Zp) (相差 非 零 系数 ), n > 3, 并 且 


n+l n 
hok, € Ext"? +? **4(Z  Z,) 


hol’ € Ext42p” 9+P"9+q(Z Zp) 

在 Adams 谱 序列 中 是 永久 循环 , 它们 分 别 收 全 到 tropntrypngig 35 以 及 rapti qipn aig 45 
中 的 非 零 p 阶 元 素 , 其 中 kn © Ext?" atea Z, Zp), l, EExt3i2p” 4?" «(Z, Zp). 

注 9.5.6 由 文献 [10]，[25], 存在 Thom 映射 9 : Extgp gp(BP., BP.) 一 
Ext" (Zp, Zp), s = 2,3, 使 得 B(Bpn—1/pn—1_1) = Rolin, B(Bpn-1 /pn-1) = bn—1, 

(Dm /pm—1—1Bpn—1 jpn—1 — Ppr-1/pr-1—1pm-1/pm-1) = ho(hmbn—1 — hnbm-1), 

P(Ypn-2/pr-2—pm-1 pm-1_1) = hohnhm. 因此 , 定理 9.5.1 和 定理 9.5.3 PRO m. 
中 的 Rohn, hobn—1,ho(hmbn—1 — hnbm—1),hohnhm 映射 在 Adams-Novikov 谱 序 列 
中 分 别 由 Bpn-1jprn-1-1 + 其 他 项 E Ext32 T 3(BP,, BPs), O1pn-i/pn-1i + 其 他 项 
€ Exty> pp (BP. BP.), Bpm-1/5m-1-1Bpn-1/5n-1 — Êpr-1/pr-1-1 ` 
Ppm-1/pm-1 + 其 他 项 € Extyp bp ^ *(BP., BP,), Ypr-2/pr-2-pm-1,pm-1—1 + 其 他 
项 e Ext32 9 (BP,, BP.) 所 表示 . 
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在 本 市 , 我 们 利用 主要 定理 B 得 出 diis (golin), t+ (gobs 1) GL is (gos hn), 
入 is(go(jnbm -1 一 bmbn-1)) 等 收敛 到 Toda i£ V (1) 的 同 伦 群 中 相应 的 非 零 元 素 族 . 
在 此 基础 上 , 我 们 得 出 球面 稳定 同 伦 群 的 一 序列 goc7s, hooYs 元 素 族 . 
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定理 9.6.1 Wp25,n 2, M 
i'i, (gohn) € Ext? 1tPa+24( H* K, Zp) 
ilis (Gobn—1) € Ext? 4*9 ?«(H* K, Zp) 


在 Adams 谱 序 列 中 是 永久 循环 ， 并 且 它 们 分 别 收 敛 到 Tp" q--pq4-294—3 K, 
Tp q--pq--29—4 K 的 非 零 元 素 . 

证 ” 先 将 主要 定理 B 应 用 到 (0,8, tq) = (hn, 1, p"q). 由 定理 9.5.1, 主要 定理 B 
的 假设 (I) 成 立 . 由 第 5 章 关 于 Ext; (Zp, Zp) 当 s = 1,2,3 时 的 Z, 基 元 的 计算 表 
格 可 知 主要 定理 B 的 假设 (D) 也 成 立 , 因此 第 一 个 结果 可 由 主要 定理 B 直接 得 出 . 
对 于 第 二 个 结果 , 将 主要 定理 B 应 用 到 (o, s,tq) = (bn-1,2,p"9). 同样 由 定理 9.5.1, 
主要 定理 B 的 假设 (II) 成 立 . 由 第 5 章 以 及 [17] 关于 Ext? (Zp, Zp) 4 s = 2,3,4 
时 的 Zp 基 元 的 计算 表格 可 知 主要 定理 B 的 假设 TA. 因此 , 第 二 个 结果 由 
主要 定理 B 直接 得 出 . 证 毕 . 

FAIL 在 主要 定理 9.5.1 的 证 明 中 我 们 已 知 , 当 (0,0) = (An, bn-1), (8,tq) = 
(1,p"q) 时 , 主要 定理 A BS BLA (D) (ID) (III) 成 立 . 因此 , 将 83 中 主要 定理 B 应 用 到 
(o, 0) = (hn, bn-1),(s,tq) = (1, p"q) 就 可 得 出 本 定理 的 两 个 结果 . 证 毕 . 

定理 9.6.2 设 p>7,n>m+2>4, 则 

i/i, (gohnhm) € ExthP 9+P 9+P9 十 29 (H*K, Zp) 
i^i (go(hnbm_1 — hmbn_1)) € Ext? 9+P 949429 H* K, Zp) 


TE Adams 谱 序 列 中 是 永久 循环 ， 并 且 它 们 分 别 收敛 到 7 p^ q-p^ q--pq--20—4 K , 
Tp^.q--p"^ q--pq-29—5 K | 的 非 零 元 素 . 

证 先 将 主要 定理 B 应 用 到 (o, s, tq) = (hnhm,2,p"q+p™q). 由 定理 9.5.3, 主要 
定理 B 的 假设 (ID 成 立 . 由 第 5 章 以 及 [17] 关于 Ext? (Zp; Zp) % 5 = 2, 3, ABB Zp 
基 元 的 计算 表格 可 知 主要 定理 B 的 假设 (T) 也 成 立 . 因此 , 第 一 个 结果 可 由 主要 定理 
B 直接 得 出 . 再 将 主要 定理 B 应 用 到 (o, s,tq) = (hnbm-1 一 hmbn-1,3,p”q 十 p"™9). F 
样 由 定理 9.5.3, 主要 定理 B 的 假设 (ID) 成 立 . 由 第 5 章 以 及 [17] 关于 Ext4 (Zp, Zp) 
M s = 3,4 时 的 Zp 基 元 的 计算 表格 以 及 命题 9.5.2 关于 Ext yr teat (7, Zp) S 
Zp{G2hnbm—1, 0o ha b, 4) 可 知 主要 定理 B 的 假设 (T) 也 成 立 . 因此 , 第 二 个 结果 可 
由 主要 定理 B 直接 得 出 . 证 毕 . 

PUE 在 定理 9.5.2 的 证 明 中 已 知 , 当 (0,0) = (hnhm, hnbm-1 — habs), 
(s,tq) = (2,p"q + pq) 时 , 主要 定理 A 的 假设 OOD 成立. 因此 , 将 中 主要 定 
理 B’ 应 用 到 (0, 0’) = (haha, hnbm_1 一 hmbn_1),(s,tq) = (2,p"q 十 p™q) 就 可 得 出 
本 定理 的 两 个 结果 . 证 毕 . 

利用 上 纤维 序列 (6.2.7)~(6.2.10) 中 的 记号 , 可 知 当 3< s <p, 


x - - - 。 e o s,s 2 s— 人 一 人 一 
= ((j1j2js)x (Y); (iainis), (1) € Et? HEPC Dats“3(7) Zp) 
在 Adams s 谱 译 列 中 政委 到 第 二 周期 性 元 素 
Ys = 7172737 731271 € Wsp2q+(s—1)pq+(s—2)q— 35 
其 中 1e Ext^" (Zp, Zp). 下 面 考查 Ext (Zp, Zp) 中 的 乘积 Joos; hoo7ys, 并 且 我 们 
将 证 明 它 们 收敛 到 球面 稳定 同 伦 群 相 应 的 p 阶 元 素 , 其 中 o = hn, bn-1, 
Anhm, 或 ha bg a = hmbn-1.- 
定理 9.6.3 i$ p2 7,n 2 3,3< s< p, 则 乘积 
Johns Z0E Ext ^ D" q4- sp? q--spq-4-sq--5— 3 (Zp, Z ») 
gobn_1Ys FOE Exts P" q+sp°q+spq+sq+s— 3(Zp, Zp) 


在 Adams 谱 序 列 中 是 永久 循环 , 并 且 它 们 收敛 到 球面 稳定 同 伦 群 相应 的 p 阶 元 素 . 

证 由 定理 9.6.1, 存在 非 零 的 f € npngtpqt2qg-3K (ETRE TE Adams 谱 序列 中 
由 iix(gohn) € Ext? 9944 (H*K, Zp) 所 表示 .  f = 有 nj2jsay*isf 为 以 下 合成 
(tq = p” 9 十 29 十 29 3): 

f: stag Jj, V(1) 35 ^, V(2) 7, ys a+p4+4) V (2) 
Jıj2j3 y^ s(p? -p-1)g-(p--2)9--4-3 Q . 

由 于 f 在 Adams 谱 序 列 中 由 (i2). (i). (gohs) € Ext? **9* ?«(H* K, Zp) 所 表示 ， 
因此 以 上 的 f 在 Adams 谱 序列 中 由 


n S 2 LL 
c= (fijada). (y«) (iain). (gohn) € Ext! P ste? tetVats 305 7) 


所 表示 . 由 Yoneda 乘积 的 知识 可 知 以 上 的 元 素 恰好 是 乘积 gohn7。 € 
Ext! Perso erra 30, ), 因此 , 为 了 得 到 我 们 的 第 一 个 结果 ， 只 要 证 明 
乘积 gohnys EF, 并 且 它 在 Adams 谱 序 列 中 不 会 是 一 个 d. WR, 即 还 要 证 明 
Exts+3-np"9+s +p+1)9+s 2 705 2) Xi r 2 2 为 零 . 我 们 可 以 通过 May 谱 序列 
的 计算 来 证 明 这 两 点 . 由 次 数 原 因 , hn, go, Ys 在 May 谱 序 列 的 Ej ^ 项 中 分 别 由 
him, haha; ha,1hi,2hs,0a3 ? € Ep" 所 表示 . 因此 , 乘积 gohn7Y 由 


一 3,p” 2 1 —8, 
hi nh, 1/4, oh2, 13 he 083 3 c ET p”qt+s(p*+p+1)q+s * 


所 表示 ， 因 此 , 只 要 通过 次 数 的 计算 来 证 明 Bete Pets 0000735 _ 0 以 及 
petro ata Datan 0(r > 2) 就 可 以 得 出 本 定理 的 第 一 个 结果 ， 我 们 
将 这 个 计算 过 程 留 给 读者 . 第 二 个 结果 的 证 明和 计算 过 程 是 类 似 的 . 证 毕 . 

利用 定理 9.6.2, 定理 9.5.1 和 定理 9.5.3, 和 以 上 定理 9.6.3 的 证 明 类 似 , 我 们 可 
得 出 以 下 定理 9.6.4~9.6.6. 

定理 9.6.4 Wp>7ne>m+22>5,3<s<p, ill 


n m 2 
gohs ha, #0 € Ext; ^P qp" qc s(p tptD)ats-3 (7 Zp) 
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n m 2 _ 
go (hnbm— i — hmbn- Ds Z0E Ext?! ^ qt+p™q+s(p"+p+1)q+s 3(Z,, Zp) 


TE Adams 谱 序 列 中 是 永久 循环 , 并 且 它 们 收敛 到 球面 稳定 同 伦 群 相应 的 p 阶 元 素 . 
定理 9.6.5 Z p>7,n > 3,3<s<p, 则 乘积 
hohinys X 0 < Ext* 2o" eter at(s-Viptats—3 (7 Zp) 
hob, 15, # 0 € Ext P ater er Dres (77 ) 


在 Adams 谱 序 列 中 是 永久 循环 , 并 且 它 们 收敛 到 球面 稳定 同 伦 群 相应 的 p 阶 元 素 . 
定理 9.6.6 Wp>7ne>mi225,3<s<p, WHE 
hohinhmYs #0 € Ext5 99 eto eter at Dota s 0o 7 
ho(hnbm-1 — hmbn-1)Ñs # 0 € Ext ^7 017. atep t(s “Vet Vats-8 (7, Z) 


在 Adams 谱 序列 中 是 永久 循环 , 并 且 它 们 收敛 到 球面 稳定 同 伦 群 相应 的 p 阶 元 素 . 
注 9.6.7 定理 9.6.5 以 及 定理 9.6.6 中 得 出 的 新 元 素 分 别 是 定理 9.5.1 中 的 
hohn TCR, hobn—1 TOR, 定理 9.5.3 中 hohnhm ICR, ho(hnbm-1 — hmbn-1) 元 素 与 
Ys = j1j2j37Y i3i2il € Nsp2g+(s-_1)pg+(s-2)g_33 的 (合成 ) RE. 但 是 , 定理 9.6.3 以 及 
定理 9.6.4 中 得 出 的 新 元 素 是 球面 稳定 同 伦 群 中 的 不 可 分 解 元 素 , 即 它 们 不 是 球面 
稳定 同 伦 群 的 其 他 更 少 次 数 元 素 的 (合成 ) RE. 这 是 因为 go € Ext (Z, Zp) 
在 Adams 谱 序列 中 死 掉 ， 即 有 非 零 的 二 阶 微分 :dz(go) = bode (相差 非 零 系数 )e 
Ext479t29+1(Z,, Zp)， 这 可 以 比较 容易 地 证 明 如 下 . 由 于 Oo, bo 分 别 在 Adams 谱 
序列 中 收敛 到 a» = jai, Bi = j7'Bi'i € mS, 因此 (合成 ) 乘积 biaz € rpqt2g-35 在 
Adams 谱 序 列 中 必 由 bode € Ext? patati Z, Zp) 所 表示 . 但 是 容易 看 出 5102 = 
57’ Bvijo?i = 0, 而 bode #0 € Ext? 1 ^*  (Z,, Zp), 因此 boda 必定 是 一 个 dr 边缘 . 
由 次 数 原 因 , 只 能 是 bode = dz(9go)( 相 差 非 零 系数 ). 
猜想 9.6.8 根据 猜想 9.5.4~9.5.5, 我 们 可 以 猜想 , 4p > 7,n233«s« 
p, FAR hognYs, holnYs, gognYs, GolnYs, Pokn7sjol37sgokn7s,9ol7s 在 Adams 谱 序 
列 中 是 永久 循环 , 并 且 它 们 都 收敛 到 球面 稳定 同 伦 群 相应 的 p 阶 元 素 . 另外 , 本 市 
的 所 有 结果 和 猜想 ， 如果 将 与 3. 的 乘积 改 为 与 8.0 < s < p) HRE, 则 可 得 
出 球面 稳定 同 伦 群 的 一 序列 hoob, 008, TR, 其 中 Bs = (ji1j2)sBs(iii1)s(1) € 


Ext Pets" 1 ats ?2(F  2,,2« s < p. 
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在 本 节 , 将 首先 证 明 Toda i V (1) 的 同 伦 群 的 hn 元 素 族 的 收敛 性 , 在 此 基础 上 
可 得 出 球面 稳定 同 伦 群 第 三 周期 性 元 素 族 v5» .(1 € s € p" — 1) YE Adams-Novikov 
谱 序 列 的 收敛 性 . 
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定理 9.7.1 (文献 [9] 定理 ID) 设 p>5,n>0， 
hn € Extb Sp(BP,, BP,K) 


是 Cobar 复 形 中 由 E] 所 表示 的 元 素 , 则 这 个 hn 在 Adams-Novikov 谱 序 列 中 是 
永久 循环 , 并 且 它 收敛 到 rpg- K 中 的 一 个 非 零 元 素 . 

以 上 的 hn- 定理 的 证 明 将 是 本 节 的 主要 内 容 . 由 定理 8.1.6(b)(ii), 存在 一 个 关 
系 
(9.7.2) hn = Co(p"~2) + hn-2 € Ext, S (BP,BP,K) 
由 文献 [10].p.502 推论 7.8, v§co(p"-?)(p"-? > s > 1) 在 以 下 边缘 同 态 (或 联接 同 态 ) 


jk : Extgp. pp(BPx, BP.K) > Ext, pp(BPx, BP.M) 


以 及 
j« : Extgp, pp(BPBPM) > ExtB’ pp(BPx, BP.) 

的 合成 作用 之 下 恰好 就 是 第 三 周期 性 元 素 Ypr—2 pr—2_s FOE Ext, pp(BPx, BP,). 
因此 , 由 定理 9.7.1 和 关系 式 (9.7.2) 以 及 第 7 章 定理 7.3.2, 可 直接 得 出 以 下 球面 稳 
定 同 伦 群 第 三 周期 性 元 素 族 的 收敛 性 定理 . 

定理 9.7.3 (文献 [9] 定理 I 设 p>5,n>1 并 且 1<s<yp" 一 1, 则 以 下 第 三 
周期 性 元 素 族 

Ypn/s € Extgp, pp(BPs, BPs) 


在 Adams-Novikov 谱 序列 中 是 永久 循环 , FFA CURE mS 的 具有 次 数 p"+29 + 
(p^ — s)(p-- 1)g —a4—3 85 p RIR. 
为 了 证 明定 理 9.7.1, 我 们 先 证 明 以 下 比 它 更 弱 一 些 的 定理 . 
定理 9.7.4 (文献 [9] 定理 41) Hp 25,n 2 0, hn € Ext? *(Z,, Zp) 为 第 5 
章 中 的 元 素 , M iilha) € Ext” "(H*K, Zp) 在 Adams 谱 序 列 中 是 永久 循环 , 并 且 
EMRE npg- K 的 一 个 非 零 元 素 . 
定理 9.7.4 的 证 明 是 本 节 的 主要 内 容 . 它 的 证 明 需 要 低 维 Ext 群 的 一 些 预备 知 
iR, 然后 在 与 球 谱 相 关 的 一 些 谱 的 Adams 分 解 中 进行 推理 而 证 得 . 我 们 先 证 明 Ext 
群 的 一 些 结果 . 
命题 9.7.5 i p23,nz 2, 
(1) Ext5? *'"(H*K,Z,) 20,34 s =2,3,r = 1,2, 
Ext? * (H* K, H* = 0, 
Ext5? 4 *(H* K, H* K) & Z, (hob, 1). 
(2) Ext? P" 9+9+s *(H*Y, Zp) = 0 fors = 1,2, 3. 
(3) Extl? *(H*K,H*Y) = 0, 
其 中 Y 是 上 纤维 序列 (9.1.4) 中 的 谱 . 
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uL (1) 考查 以 下 由 (9.1.1) 导出 的 恰当 序列 (s = 1,2,3,7 = 1,2) 

Ext’? ***(Z,, Zp) ^5 Ext5? **" (H* M, Zp) S Ext? 947-1 (Z,, Zp) 55 
右边 的 群 由 第 5 章 中 关于 Ext4 (Zp, Zp) 的 Zp- 基 元 的 计算 表格 可 知 除了 当 (s, 7) = 
(1, 1), (2, 1), (2, 2), (3, 2) 是 分 别 有 唯 一 生成 元 hn, bn-1,aohn,aobn-1 之 外 都 为 零 . 但 
是 , pa(hn) = ohn Æ 0,p.(b, 1) = aobn-1 Æ 0, p.(agha) = agha Æ 0,p.(aobs 1) = 
djbn_1 # 0, 因此 以 上 的 p. 单 射 从 而 im j = 0. 另外 , 左边 的 群 除了 当 (sr) = 
(2,1), (3,1), (3,2) 时 分 别 有 唯 一 生成 元 aohn = px(hn),@obn—1 = px(bn-1),abhn = 
p.(aoha) 之 外 都 为 零 . 因此 有 im i, = 0， 从 而 得 出 Ext%? **" (H*M,Z,) = 0 当 
s = 1,2,3,r=1,2. 

再 考查 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 (s = 2,3,r = 1,2) 

0 = Ext? CAM, Zp) — Ext®;? 9+" (H*K, Zp) 

J*, Ext’? 207 (H* M, Zp) 

左边 的 群 由 以 上 已 证 都 为 零 . 右边 的 群 也 都 为 零 , 这 是 因为 Ext%? * 17 1 (2,2, = 
0 当 s = 2,3,7 = 1,2,3( 参 见 第 5 章 的 计算 表格 ). 因此 , 中 间 的 群 当 s= 2,3,r=1,2 
为 零 , 从 而 也 可 得 出 Ext? “+! (H*K, H*M) = 0 (s = 2,3). 

对 于 最 后 一 个 结果 , 考查 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 

Ext?" 729+ (gre K, H*M) Gy Ext3?" €**( H* K, H* K) 

OO gí Sr" eta (g* K, H* M) 2 

左边 的 群 由 命题 9.3.2(1) 为 零 而 右边 的 群 由 命题 9.3.1 有 唯一 生成 元 办 (al Alm) 
(bn—1)) 使 满足 o" (iP). (01 Alm) (bn-1) = 0. 因此 , 中 间 的 群 如 所 求 的 有 唯一 生成 元 
(hob, -1)' 使 得 (2’)*(hobn—1)’ = i (o ^ 1a) (b, 1). HE. 

(2) 4 s =1 时 结果 是 显然 的 . 对 于 s = 2,3, 考查 由 (9.1.4) 导出 的 恰当 序列 

(i)a E xt$ P atats=3 (pe K, Z p) Ts, Ext? Lp'erevs-3(grey- Zp) 

EZN Ext’? ^" q--q--s— *(Z,, Zp) GDF 

左边 的 群 当 s = 2 时 为 零 , 这 是 因为 Ext (Zp, Zp) = 0 4 t — —1, —2 (mod q) (参见 
第 5 章 ). 左边 的 群 当 s = 3 NAMES (17). (Rohn), 从 而 有 im r. = 0. 右边 的 
群 当 s= 2 时 为 零 而 当 s = 3 时 有 唯一 生成 元 hob. i HEE (it). (hobs 1) 7 0, A 
此 im e, = 0, 从 而 中 间 的 群 当 s = 1,2,3 时 如 所 求 的 为 零 . 

(3) 观察 以 下 由 (9.1.4) 导出 的 恰当 序列 

0 = Ext *(H* K; Zp) > Ext?" *(H*K, H*Y) 

75, Exth?""(H*K, H*K) È 

左边 的 群 显然 为 零 而 右边 的 群 由 命题 9.3.6 有 唯一 生成 元 (hn) 使 满足 (ii) (hn) = 
(i^i). (h«) z 0 € Ext)? *(H*K, Zp) , 因此 中 间 的 群 如 所 求 的 为 零 . 证 毕 . 

命题 9.7.0 UU p23,n 22, M 
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(1) Ext??"9(Z,, H*M) = 0, Ext? 9+1( 2 H*M) =0. 
(2) Ext? *(Z,, H* K) = 0, Ext? ** (Zp, H*K) = 0. 
(3) Ext? *'* "(Z, H*K) 2-034 u—0,1, 

Ext5? 9+9(2 H*K) = 0. 
证 (1) 考查 以 下 由 11) 导出 的 两 个 恰当 序列 : 


Exi?" € (Z, Zp) D Ext2p"a(Z H* M) 5 Ext2?""(Zp, Zp) © 
Exi? *?(Z,. Zp) Ó Ext?" ** (Z, H*M) © Exi? * (Z,, Zp) 5 


左上 边 的 群 有 唯一 生成 元 aohn (参见 第 5 3€) 使 满足 j' (aohn) = j*p*(hn) = 0 而 
右上 边 的 群 有 唯一 生成 元 bn- 使 满足 p*(bn_1) = aobn-1 # 0 € Ext?? ?+ (Zo, Zp) 
(参见 第 5 章 定理 5.4.1), 因此 我 们 有 Ext22 (Z,,H*M) = 0. 左下 边 的 群 有 唯一 生 
成 元 abhn (参见 第 5 章 定理 5.4.1) 使 满足 j'(agha) = j*p* (aohn) = 0 而 右 下 边 的 
群 有 唯一 生成 元 obn- (参见 第 5 章 定理 5.4.1) 使 满足 p*(aobn_1) = a2bn_-1 #0 € 
Ext';?"9+?(Z,, Zp) (参见 命题 9.5.2(2)), 因此 有 Ext}? (Z, H*M) = 0. 
(2) 观察 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 两 个 恰当 序列 : 
0 = Exi? vH (z,. H*M) 5, gaz «(Z, H*K) 
05 Exi? *(Z,. H*M) —0 
0 = Ext?" **«2(7,. p» M) 69, Ext?" Z H*K) 
C, Ext3P TH (Z,. H* M) =0 
两 个 右边 的 群 由 (1) 都 为 零 而 两 个 左边 的 群 也 都 为 零 ， 这 是 因为 Ext? tt 
(Zp, Zp) =0 -4r = 1,2 (参见 第 5 章 ) 而 Ext? ?+9+r(Z Zp) = 0 4r = 2,3 
(参见 第 5 章 定理 5.4.1), 因此 结论 得 出 . 
(3) 考查 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 


S", gx bre (zs H*M) OD, gx 2r tac! (z, H*K) 
C, ext?" t9-1(Z,, H* M) 25 

左边 的 群 为 零 , 这 是 因为 Exc? 470" (Z, Zp) = 0 4r = 0,1 (参见 第 5 3E). 右边 的 
群 有 唯一 生成 元 j* (hoh«), 这 是 因为 Ext22 ** 97 1(Z,, Z,) 20 M Ext? 4 *(Z,, Z,) = 

Zy(hoha). 另外 , 我 们 推断 a*j*(hohn) = 4- j*(@ohn) 4 0 € Ext? **(Z,, H* M). 
为 了 证 明 这 一 点 , 只 要 证 明 atj*(ho) = 45*(@2) € Ext4 (Zp, H* M). 由 于 i*o*j* 
(ho) = at (ho) = hè = 0, AUK a*j*(ho) = 和 j*(Go) 某 个 系数 € Zp. PSEA 
的 元 素 都 发 觉 同 伦 群 的 相应 元 素 , 因此 关系 式 ajo = taz Ai 入 = 5. 这 证 明了 
以 上 推断 从 而 以 上 的 o* 单 射 , im ()* = 0, 从 而 我 们 有 Ext%? “1 (yy H*K) = 
0. t= 0 的 情况 的 证 明 是 类 似 的 . 
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对 于 第 二 个 结果 , 观察 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 


Extsip"9+2q+1(2Z H*M) 92, G Rx (o er H* K) 
OS gs" (Z, H*M) 5 

左边 的 群 有 唯一 生成 元 joues (hs) = jnaxar* (hs), 这 是 因为 Ext? Z, Zp) 
有 唯一 生成 元 Gzhn = jaxawis (hn) = i joror (hn) 而 Ext? 2+29+2(Z Zp) = 0 
(参见 第 5 章 定理 5.4.1), 因此 im (j")* = 0. 右边 的 群 有 唯一 生成 元 jax(bn-1), 这 
是 因为 Exta2 1 *(Z,, Zp) 有 了 唯一 生成 元 hobn_1 = j«asis (bs i) = jnQxi*(bn_1) 而 
Ext 9tat!l(Z,, Zp) = 0 (参见 定理 5.4.1). 另外 , a* jra (bn_1) = jaras (bn_1) Æ 
0 € Ext? *'?** (Z,. H* M), 这 是 因为 ijara : (bn_1) = Gobn-1 # 0 (参见 命题 
9.5.2(2)). 因此 以 上 的 a* 单 射 , im (i”)* = 0 从 而 中 间 的 群 如 所 求 的 为 零 . 证 毕 . 

命题 9.7.7 设 p>3,n>2, 则 

(1) Ext2? *(Z,, H*X) = 0, Ext32 **(Z,, H* X) = 0. 

(2 Ext$5? «*'*(H*X,H* K) & Z,(w.(hob, i)')- 

(3) Ext" *'*  (H*X, Zp) © Z, (hr. (hn))}, 
其 中 X 是 上 纤维 序列 (9.3.7) 中 的 谱 , 7: X 1S8 — X 是 映射 使 满足 ur = ii:5 一 
K, 由 a'ii = 0I (9.3.7) 所 得 出 . 

证 (1D) 考查 以 下 两 个 由 (9.3.7) 导出 的 恰当 序列 : 


0 = Ext2? +1(Z,, H*K) = Ext2? *(Z,, H* X) 
2, + Ext2?” 1(Z,,H* K) 20 
0 = Ext? ***(Z,, H* K) #5 Ext? ** (Z,, H* X) 
M Ext? **(Z, H*K) =0 
由 命题 9.7.6(2), (3), 两 边 的 四 个 群 都 为 零 . 因此 结论 得 出 . 


(2) 我 们 推断 Ext? T (H*K, H*K) = 0( s = 2,3), 因此 结果 由 以 下 (9.3.7) SE 
出 的 恰当 序列 得 出 : 


Os Exi (AK, H*K) 35 Exi? **(H* X, HK) 


1, Ext? 1+ (H* K, H*K) =0 
其 中 左边 的 群 有 唯一 生成 元 (hobn_1) (参见 命题 9.7.5(1)). 为 证 明 以 上 推断 , 观察 以 
下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 


teeter K, H*M) 95, gast v (AK, H*K) 


0, Ext?" (H*K, H*M) 2 


右边 的 群 当 。 = 2,3 时 为 零 (参见 命题 9.7.5(1)) 而 左边 的 群 由 命题 9.3.2(2) HF. 
这 证 明了 以 上 推断 . 

(3) AF a'ii = 0, 因此 , 由 (9.3.7), 存在 re rg X 使 得 wr — idi: S— K. 考 
查 以 下 由 (9.3.7) 导出 的 恰当 序列 


0 = Ext}? 4*4 1(H* K, Zp) => Ext} EK, Z p) 


1, Exth? 1(H*K, Zp) —> 


左边 的 群 为 零 , 这 是 因为 Exth (Zp, Zp) = 0 4 t = —1, -2 (mod q). 右边 的 群 有 唯 
一 生成 元 (ii). (hs) 使 满足 ol (i). (hn) = 0, ERG HRTETRS AEE a T (hn) 使 
满足 UT (hn) = (i 0),(h,). 证 毕 . 

由 于 ur-p=ii-p=0, 因此 由 (9.3.7) 可 得 7.p= wi'ioy (ZIF RY), 这 
是 因为 zo_1K & Z,{i/i(a)}. 因此 , 由 Ext? 和 tT1(H*K, Zp) = 0( 参 见 命题 9.7.5(1)) 
以 及 (9.3.7) 导出 的 Ext 群 恰当 序列 我 们 有 
(9.7.8) Tx(Qobn—1) = T«p«(bn 1) = Wa (ti) (031). (bs —1) 

= w, (i'i), (hob, 1) # 0 € Ext$? ** (H* X, Zp). 
命题 9.7.9 3 p23,n22, M 
) Ext}? *** !( H* K, H* K) = 0, Ext?’ *(H* K, H* X) = 0. 
) Ext}? 9 *" ( H* K, H* X) & Z,(u* (ha). 
) 
(4) 


E 


3) Ext22 *'*(H*X, Zp) & Z,(w, (i'i), (hoha)]- 
Ext2? *H(H* X, H*K) = 0. 
(1) 考查 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 

2", Extl?"t2 (HK, H*M) 825 pito 9-1 (g* K, H* K) 

G Ex co eta 1g K H*M) 

右边 的 群 为 零 , 这 是 因为 Ext; * ?(H* M, H* M) = 0, Ext)? ?** 1 (H*M, H* M) = 
0, 由 Ext} (Zp, Zp) = 0 34 t = —1,—2 (mod q) 以 及 Extl? tH (Z, Zp) = 0 34 
t = —1,0,1 所 得 出 . 左边 的 群 也 为 零 , 这 是 因为 Ext? 7  (H*M,H*M) = 0 和 
Ext?" **?*(* M, H* M) = 0 由 与 上 面相 同 的 理由 所 得 出 . 因此 中 间 的 群 为 零 

第 二 个 结果 由 以 下 由 (9.3.7) 导出 的 恰当 序列 得 出 ， 


0 = Ext? ***-1(H* K, H*K) > Ext)? *(H*K, H*X) 


7, Exil «(H* K, H*K) 85. 
其 中 右边 的 群 有 唯一 生成 元 (hn) 使 满足 (a”)*(hn) = (hohn)” #0 € 
Ext2? 1+1-1(H* K, H* K) (参见 (9.3.8)). 

(2) 考查 以 下 由 (9.1.2) 导出 的 恰当 序列 
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9", gx Lo" €? (aK, p* M) UD, Ext}? e (gr* k, H* K) 
GOT py thP” q— 1+ (H*K, H*M) Q 
左边 的 群 为 零 ,这 是 因为 Ext? * UU (H*M,H*M) = 0 以 及 Ext}? *?(H* M, 
H*M) = 0. 由 Ext? * ?*(Z, Zp) 204 t = 0,1,2 以 及 Ext? ***(Z, Zp) = 
0 (t= 1,2) 所 得 出 . 右边 的 群 也 为 零 , 这 是 因为 Exty? 9 "(H*M,H*M) = 0 以 及 
Ext? 74 
(H*M,H*M) = 0. 因此 我 们 有 Ext)? 7%" (H*K, H*K) = 0. 
所 要 的 结果 可 由 以 下 由 (9.3.7) 导出 的 恰当 序列 得 出 : 
CY Ext  (H* K, H*K) 55 Exil; 1 (H*K, H* X) 
M Ext? 9 9t (H*K, H*K) =0 


其 中 左边 的 群 有 唯一 生成 元 (An) (参见 命题 9.3.6). 

(3) 考查 以 下 由 (9.3.7) 导出 的 恰当 序列 

Ext)? 9t!(H*K, Zp) => Ext?" *' *(H* K, Zp) = 

Ext2? 949(H*X, Zp) #5 pir (eK Zp) =0 

右边 的 群 由 命题 9.7.51) 为 零 而 左边 的 群 有 唯一 生成 元 (ii):(hohn)， 这 是 因为 
Ext2tp 497, Zp) = Zp{hohn}, 并 且 Ext? (Zp, Zp) = 0 4 t = —1, —2 (mod q). 5 
Sb, Ext5;P ** (H* K, Zp) = 0, 这 是 因为 Ext? **  (H* M, Z,)=0 (参见 命题 9.7.5(1) 
的 证 明 ) 以 及 Ext? *(H*M, Zp) = 0 (参见 第 5 章 ), 因此 w. 单 射 从 而 结论 得 出 . 

(4) 考查 以 下 由 (9.3.7) 导出 的 恰当 序列 


0 = Ext2? +!(H*K, H*K) > Ext? ** (H*X, H*K) 
“+, gxt5? * *?(H* K, H*K) =0 


左边 的 群 正 如 命题 9.7.7(2) 的 证 明 中 所 指出 的 为 零 ， 右边 的 群 也 为 零 , 这 是 因为 
Ext2? *(H* K, H*M) = 0 以 及 Ext? * *"(H* KH*M) = 0, 由 Ext? ott 
(Zp, Zp) = 0 4 t = 2,3 以 及 Ext? * 4"(Z,2) = 0 4 r = 1,2, t = 1,2,3 
所 得 出 . 因此 , 中 间 的 群 为 零 . 证 毕 . 

以 下 我 们 将 着 手 证 明 本 节 的 主要 定理 9.7.4. 它 将 通过 在 一 些 谱 的 Adams 分 解 
- (9.2.9) 中 进行 推理 来 加 以 证 明 . 我 们 首先 证 明 以 下 命题 和 两 个 引 理 . 

命题 9.7.10 设 p>5,n>2, (hohn)” € [22 4*7! K, KG: ^ K] 为 di HF, 
它 表示 元 素 (hohn)” = (a”)*(hn)! € Exi? *** "(HH*K,H*K)( 参 见 (9.3.8)), 则 存在 
n! , € [uP 9+a-1K, E;^K| 以 及 (m a)y € [EP **11Y, E; AK] 使 得 (bo ALK) nf 2 = 
E Alx)(nho)y -r = (hohn)” € [EP **1 K, KGa AK] Retr: K > Y Jg (9.1.4) 
中 的 映射 . 
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证 ”将 定理 9.3.9 应 用 到 (o, s, 如 ) = (hn, 1, pq), 或 者 将 9.3 节 中 主要 定理 B' 及 
其 证 明 应 用 到 (o, 0^) = (hn, bn—1), (s,tq) = (1, p^q), 则 有 (co ^li)(hohs)" = 0, 从 而 
FETE ng € [EP «*271 K, KG2AK] 使 得 (bo 和 lk)mW a = (hohn)” € [EP 949-1 K, KG2A 
K]. 对 第 二 个 结果 ,注意 到 (hoh,)'ii € [uP 9*3-!S, KG ^ K] = 0, 这 是 因为 
Tynq4tg-uK Ga. S Ext? 49 (7. Zp) 2034 t = 0,1,u = 1,2,3. Blk, 存在 
(hoh,)y € [Z9 «*2-1Y, KGs ^ K] 使 得 (hohn)” = (hohn)} r, HH r: K >Y 
Jy (9.1.4) 中 的 映射 因此 由 定理 9.3.9 得 出 (eo Alx)(hohn)}y - r = 0， 从 而 由 上 
纤维 序列 (9.1.4) 有 (Co 人 1x)(hohn)y = foe = (le, 和 EA 人 lk)(ly ^ fo) = 0, Æ 
个 及 € [22 **4S, Es ^ K], 其 中 我 们 用 到 e 人 lk = yj(ii 人 1x)(e 信 1k) = 0, 由 
(9.1.26) 和 上 纤维 序列 (9.1.4) 所 得 出 . 因此 , 存在 (a)y € [DP ?149-1Y, E; ^ K] 使 
得 (b2 入 1k)(W 2)Y = (Rohn)y € [Zr **1^1Y, KG2 ^ K]. WEHE. 

5| 理 9.7.11 t p25,n22, 而 (WY = (aoà1 ^lk)(m,2)v € [35 9+a-3Y, K] 
为 命题 9.7.10 中 得 出 的 映射 , 则 wy r= Nw(Gn_-1 A 1k) + (G@oG1GeG3 A1lx) fi’ , 
AA fi’ © [22 at K, Es AX] 以 及 非 零 的 Xe Zp, HP Cn-1 € Mpngtq-39 是 定理 
9.5.1 中 得 出 的 映射 , 它 在 Adams 谱 序列 中 由 hobn_1 € Ext? (Zp, Zp) 所 表示 . 

证 ”由 命题 9.7.10 以 及 (9.3.8), (9.3.7), (b2 ^1x)(1g, Aw) a)y: r = (Ika, ^ 
w)(hohn)” = (bot ^ 1x)g" , FE g" € [XP 4*9 1 K, KG, ^ X], 因此 
(9.7.12) (1g, ^w)(nm a)y : r = (G1 ^ 1x)g" + (àa ^lx)fg 
某 个 fU © [EPK ES ^ X]. di 循环 (bs ^A1x)f] € [22 **3K, KG3 ^ X] 表示 
Ext3? ***(H* X, H* K) 中 一 个 元 素 , 而 这 个 群 有 唯一 生成 元 ws [hobn_1 ^ 1c] (参见 
命题 9.7.7(2)), 因此 


(b3 Alx) fo =2'(lkG, ^ w)(hobs 1 ^ 1x) + (b322 A 1x) G0 
= A (bs ^ 1x)(lg, ^ w)(Cn—1,3 ^ lx) 十 (b322 ^ 1x )Go 


dA XN € Zp 以 及 go € [X^ 9*3 K, KGL ^ X], 其 中 我 们 用 到 (ALx)(G 13sALK) = 
hob, 3 Alx (参见 定理 9.5.1) . 因此 , fY = X (1g, Aw)(Cn-1,3 Alg) + (22A 1x)ğo + 
(a3 Alx) fl’, 某 个 fi € [22 9+9+1 开 EAX], 从 而 有 (GeAlx) fY = A (a2 ^lx)(lg, ^ 
w)(Cn—1,3 A 1x) + (ā2ā3 Alx) fl’, 并 且 (9.7.12) BRA 
(9.7.13)(1e, Aw) (ni 2)v -r = (& ^ 1x)g" 
+X (@2 A 1x)(lg, Aw)(Gn—-1,3 ^ 1x) + (G2G3 ^ 1x) fi! 

某 个 g" e [X9 2*1 K, KG, A X], f! € [XP 9H K, Ey AX] URN € Zp. 

为 了 证 明 引 理 ， 只 需 证 (9.7.13) 中 的 系数 入 非 零 . 现在 反 设 X = 0, 因此 由 
(9.7.13)，(9.1.4) 可 得 
(9.7.14) (G2a3 A Lx) fiii = —(e&y ^ 1x)g' i'i 
如 下 面 所 证 明 的 , 这 将 导出 矛盾 . 
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di 循环 gii € nsquq-1K Gi ^ X 表示 Ext? 1*1  (H* X, Zp) S 
Zy{T+(hn)} (参见 命题 9.7.7(3)) 中 的 一 个 元 素 . 因此 gii = (lka, AT)(hn), 其 中 
hn € Tj KG & Ext? "(Zp, Zp) 而 Ao € Zp. 因此 (9.7.14) 变 成 为 
(9.7.15) (ü2à3 ^ 1x) fli'i = —Ao(& ^ 1xY(1 a, AT)(hn) 

等 式 (9.7.15) 意味 着 二 阶 微分 —Óodo(r.(h.)) = 0， 可 是 , 由 [12] p.11 定理 
1.2.14, dz(hn) = aobn_1 Æ 0 € Ext? ** (Z,, Zp), 其 中 do : Extl? *(Z,, Zp) 一 
Ext? 9+ (Zp, Zp) 是 Adams 谱 序列 的 二 阶 微分 . 这 蕴涵 了 do(7+(Rn)) = Td2(hn) = 
Ta(aobn—1) = ws (i'i) (hobs 1) Z 0 € Ext? ** *(H* X, Zp) (参见 (9.7.8)). 因此 证 得 
ào = 0, 从 而 由 (9.7.15) 我 们 有 (ā283 A lx) ftii = 0. 

随 之 有 (a3 人 1x)f1ii = (co 和 人 1x)92 = 0, 其 中 i 循环 g? € mprgtaKG2 人 X 表示 
Ext2? 9+9(H*X, Zp) & Zp{w.(i'i)«(hohn)} (参见 命题 9.7.9(3)) 中 的 一 个 元 素 , 而 这 
个 群 的 生成 元 由 定理 9.5.1 可 知 在 Adams 谱 序 列 中 是 永久 循环 , 从 而 有 (52 人 1x)g2 = 
0. 因此 有 fid à = (63 Alx)gf = (C3 ^ lx)g lili, FER gf € Mngt gti KG3 AX 以 及 
gi € [V^ ****! K, KG ^ X], XBAW g3 -€= 0, He: Y 5 ES 导出 Zp- 上 同调 群 
的 零 同 态 所 得 出 . 随 之 有 , fi = (cs ^ 1x)gi + fyr, HED fy € [DP *** HY, Ey ^ X] 
而 (ads ^ 1x)! = (ā2ā3 ^ 1x) fir. ERI, Æ A = 0, WU (9.7.13) Æ 


(1g, ^ w) (rs, oy T = (G203 A 1x)f2r + (G1 ^ 1x)gsr 


其 中 % € [V9 ?*2-1Y, KG ^ X] 使 得 %r = g". 最 后 , 由 上 式 可 得 
(9.7.16) (1g, ^ w)(rm 3)v = (ā2ā3 ^ 1x)f2 + (41 ^1x)gs + fae 
AR f$ € npari ^X. BF €: Y 一 XS SH Z,- 上 同调 群 的 零 同 态 , 因此 
(9.7.16) 的 右 式 具有 filtration > 3. 可 是 , (WY = (doG1 ^ 1«)(m 2)v 具有 filtration 
2, AWE (hohn)% € Ext? *** 1 (H* K, H*Y) 所 表示 . 另外 , 以 下 由 (9.3.7) 导出 
的 恰当 序列 . 

0 = Exty? *(H* K, H*Y) > Ext? 2+9 (H*K, H*Y) 

, ve, Ext Pel EX, H*Y) ‘Os 


指出 w.(hohn)’ £ 0, 这 是 因为 左边 的 群 由 命题 9.7.5(3) 为 零 ， 这 就 是 说 (lg, ^ 
w)(m)Y 具有 filtration 2, 它 在 Adams 谱 序 列 中 由 w(hohn) 所 表示 . 这 证 明了 等 

式 (9.7.16) 是 一 个 矛盾 , 从 而 (9.7.13) 中 的 X 必须 非 零 . 证 毕 . 

引 理 9.7.17 设 ww: K 一 为 上 纤维 序列 (9.3.7) 中 的 映射 而 WW 是 wii: So 
X 的 上 纤维 , 由 上 纤维 序列 S 073 x ML Ww 5 xs 所 给 出 , RU 

(1) Ext b» 1ta+s-3( H*W, Zp) = 0 %4 s = 1,3 而 当 s = 2 时 有 唯一 生成 元 
(ui )«T« (An) = (7)* (wi)r [hn ^ 1x]. 

(2) Ext? *(H*W, H* X) & Z,((wv1) (ha) = (wi)«[ha ^ 1x])- 
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(3) (wi). [agb -1 ^ 1x] Z 0 € Ext?” ** (H*W, H* X). 
WE (1) 注意 到 W bE ro^" : 337? K 一 了 的 上 纤维 , 这 可 由 以 下 稳定 同 伦 范 
畴 中 的 3x3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 看 出 : 
9 vig x | -— DK 
Nti Zw Nw / U2 
K W 
Z a" Nr 7 we N u 
mr-2K 79, Y 二 yg 
即 我 们 有 上 纤维 序列 
Ye I9. y wy 25, DK 并 且 它 导出 以 下 恰当 序列 
Ext’; LP e*ere- PIA ) EY git br" eret TW, Zp) 
(u2). E xt2 1p" q+s—2 (H* K, z) 22 oF 


左边 的 群 当 s = 1,2,3 时 为 零 ( 参见 命题 9.7.5(2))， 右边 的 群 当 s= 1,3 时 
HF (参见 命题 9.7.5(1)) 而 当 s = 2 时 有 唯一 生成 元 GD.(h.) = UsTs (An) = 
(u2)+(wi)+(T)«(Rn). 因此 结论 得 出 . 
(2) 考查 以 下 恰当 序列 
Ext}? «(H* X, H* X) “Ys Exi?" «(H*W, H* X) 
Us Ext22 (7. H*X) = 


右边 的 群 由 命题 9.7.7(1) 为 零 而 由 命题 9.7.9(2) (1) 我 们 可 以 得 出 左边 的 群 有 唯一 
生成 元 (hn) = [hn ^ 1x] 使 满足 ux (hs), = u* (hn)! € Ext? * * (H* K, H*X) . 
因此 , 中 间 的 群 有 唯一 生成 元 (wi)s (hs). 
(3) 由 于 o" : X? K 一 K 不 是 一 个 M 模 谱 映射 , 因此 作为 a” 的 上 纤维 , 谱 
X 不 是 一 个 M 模 谱 , 即 映 射 p 人 1x #0 ce [X,X]. 因此 [ao 和 1x] = (Pp 人 人 1x)x[7 信 
1x] #0 € Ext; (H* X, X*X) (AH r X mKGo 中 的 单位 ), 从 而 [aobn_1 ^ 1x] = 
(p ^ 1x)«[bn—-1 ^ 1x] = [ao ^ 1x][bn—1 ^ 1x] # 0 € Ext? 9+!1(H*X,X*X) 可 由 
agb, ., #0 € Ext? ** (Z,, Zp) 利用 Yoneda 乘积 得 出 . 注意 到 以 下 恰当 序列 
0 = Exi? *H(z, g* x) 659" Ext?" (gr* x, H* x) 
(Us gas" eH H*W, H'X) 


中 左边 的 群 由 命题 9.7.71) 为 零 , 因此 (wi). 单 射 , 从 而 结论 得 出 . 证 毕 . 

注 引 理 9.7.17(3) PAX [aobn_1 ^ 1x] 40 的 结论 还 可 以 由 Ext 的 计算 而 
证 明 如 下 . 反 设 (pA l1x)[bn-1 A lx] = [aobn_1 ^ 1x] = 0, 则 由 (1.1), [bra A 
1x] = G Alx)+(21), FE zi € Ext? * (HM A X, H*X). 注意 到 X Æ (9.3.7) 
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中 的 谱 , 因此 有 wr (lm 和 As(zl) € Ext22 * ** (H*M A K,H*K) = 0, 这 可 由 
Ext22 4 * (H* M A K, H*M) = 0 和 Ext2?"?(H*M A K,H*M) = 0 得 出 . 再 
由 (9.3.7) 导出 的 Ext 群 的 恰当 序列 , 可 得 (Lm ^u). (m1) € wrExt2? (AM ^ 
K, H* K). 但 是 这 个 群 有 唯一 生成 元 (kj)s(b 51), 因此 (lm ^u). (21) = Au* (mix). 
(bn-1), HEA A € Zp. 再 作用 于 (1m A"), 可 得 出 Xu*(1ap ^ 0), (i). (bs 1)! = 
0， 从 而 有 Alm Aa”) (mg)s(bn-1) € (a) Ext?’ * (H*M A K,H*K). 因此 
A(aiAlK)s(pn-1) = A(mx)«(1a Aa"), (mik )« (b —1)' =0 从 而 得 出 入 = 0. 因此 zi = 
(1M Au)s(za), 某 个 za € Ext? **  (H* M ^ K, H* X). 类 似 可 证 w* (z2) = 0. 因此 
£1 € u*(1y ^w), Ext? +9(H*MAK, H*K). 可 是 , Ext22 9*9(H*MAK, H*K) 有 两 
个 生成 元 (E^ 1K) «(Rohn)! 和 (mi). (hohs)", M u*(Rohn)” = u*(o^)* (hn)! = 0, 因此 
有 zl = u* (ly Aw)«(tAlx)« (Rohn) (相差 系数 ), 从 而 有 [bn-1A1x] = (GAlx)s(21) = 
0. 这 是 一 个 矛盾 , 从 而 证 明了 [aobn_1 A 1x] #0 € Ext? **  (H* X, X*X). 

”定理 9.7.4 的 证 明 24 0 — 0,1 时 结论 是 已 知 的 , 因此 我 们 假设 n>2. 由 引 理 
9.7.11 Al (9.1.4) 我 们 有 
(9.7.18) NwiiCn 1 = Nw(Gn-1 A 1k)i’t = —(G0G1G243 和 人 1x) 广 2 

由 引 理 9.7.17 中 的 上 纤维 序列 可 得 (GodiG2a3 ^ 1lw)(1g, 人 wi)f1i'i = 0, 从 而 
有 (GoG1G2G3 ^ lw)(lg, 和 AD = kr’, ER k € [BP 92X',W], Hi = ur: 
DIS 5 X 5 ETIK, H ali'i = 0 WR (9.3.7) MBH, M7’: X> X' 是 以 下 上 
纤维 序列 中 的 映射 : IEEE 
(9.7.19) Ya-1g 5 X 5 X' 5 yag. 

我 们 推断 e [X9 27? X', W] 具有 filtration > 4, 这 可 证 明 如 下 . 

由 引 理 9.7.17(1) 以 及 (9.7.18), RITE (7”)*Exts P9493 (AW, Zp) =0 C 
Ext?" *** 2 (H*W, H* X^), 从 而 有 (7’)* : Ext?" €? (H*W,H*X!) 2 Ext? 0097? 
(H*W,H*X) 4 s = 1,2,3 时 单 射 . 因此, 关于 kr’ 具有 filtration > 4 的 事实 
AWA k c [9 «2X',W] 也 具有 filtration > 4， 这 证 明了 以 上 推断 , 从 而 有 = 
(GoGiG2G3 人 lw)ks, 某 个 ka € [EP 9*? X', E, ^ W] 并 且 (GodiG2a3 ^ 1lw)(1g, ^ 
w) fiu = (àgà1d2a3 ^ lw)ksT'. 随 之 有 
(9.7.20) (G2a3Alw)(1e,Aw1) fi u-—(à2üa ^lw)kaT-- (Gi Alw)g 

= (ü2ü3 Alw )k3T'+ M (&i Alw) (lke, Aw1)(hnAlx) 
其 中 di JEFF G = 入 (lkGi Awi)(hn A 1x) € [E 9X, KG, AW], EF AL € Zp 由 引 
理 9.7.17(2) 所 得 出 . 

WA (9.7.20) 意味 着 二 阶 微分 do (wi)«[hs ^ 1x]) = 0. 可 是 , do((wi)«[hn A 
1x]) = (w1)«[@obn—-1 A 1x] 4 0 (参见 引 理 9.7.17(3)). 因此 , 系数 Xi = OFF ARITA 
g = 0, (a2a3 ^ lw)(1g, Aw1) fu = (Gea3 Alw)kaT' 以 及 (GoG3A1K)(la, Au) fii = 
(ü2à3 ^1k)(1g, Auewi) fur = 0. 随 之 我 们 有 (asA1LK)J(LRE Av) fiii = (C2A1K) go = 


0, 这 是 因为 di 循环 ga € npg KGo AK 表示 Ext22 8  (H* K, Zp) = 0 (参见 命题 
9.7.5(1)) 中 的 元 素 . 因此 , (1g, ^u) fit = (@3 ^lk)gs, FE gs € [22 92$, KG3 ^K]. 
由 于 (xe, ^ o")gs = 0, 因此 gs = (lkGs ^ u)ga, 某 个 ga € [HP 2*9* 18, KG3 ^ X], 
从 而 我 们 有 (1g, Au) fii = (es ^Alk)(1ka, ^u)ga, fiii = (63 ^lx)ga-- (1g, ^w)fa, 
某 个 fo € [22 4*4*18, E, ^ K]. 

因此 , 由 (9.7.18) 我 们 有 A wii i = —(@oG1G2G3 ^ 1x) fiii = —(GoG1G2a3 ^ 
1x)(1g, ^ w)fo. 而 由 (9.3.7), Aii, 1 = 一 (G0G1G2G3 ^ lx) fo + o" wa, FE wn € 
Tynq-iK. AF Niin- 是 具有 filtration 3 的 映射 , EE Adams 谱 序 列 中 由 A (270). 
(Robn—1) € Ext? "ata (H*K, Zp) 所 表示 , 因此 o'wn 具有 filtration 3, 从 而 wn € 
Tprg-1K 具有 filtration < 2. 可 是 , 由 命题 9.7.5(1) 有 Ext22 ** (H*K, Zp) = 0, 因 
此 wn € Npno_1K 必 由 唯 一 生成 元 (ii), (h.) € Ext? *(H* K, Zp) 所 表示 (相差 非 
零 系 数 ). 证 毕 . 

注 定理 9.7.4 中 得 出 的 元 素 wn € ys iK 可 扩张 为 (wn)! € [22 «11K, K) 使 
得 (wn ii = wn. 因此 , (wn) 在 Adams 谱 序 列 中 由 (Any € Ext}? *(H*K, H* K) 所 
表示 , 而 o" Wn)’, (Wn)’a” € [X9 4*3 K, K] 由 oz (hs)! = (o")* (hn) = (hoh«)" € 
Ext2? €** 1(H* K, H* K) 所 表示 . 由 定理 9.7.4 以 及 引 理 9.7.11 , RITE o" (wp)! = 
(wn )' a" + AC, 1 ^lk (RS RS filtration 的 元 素 ). 

Hi [10] p.511, 存在 映射 9.0 : BP,BP 一 A. 使 得 如 > En We, 其 中 A, = 
Eln, Ti T3, --}@ Plé1, £2, --] 是 Steenrod 代数 4 的 对 偶 . 因此 9.9 导出 Thom 映射 
$ : Ext3? 5 (BP, BP,K) > Ext)?’ *(H* K, Zp) (84% hn € Ext Sp(BP,, BP,K) 
的 像 是 Dlha) = (i'i),(h,) € Ext? 1(H*K, Zp). FAK, 定理 9.7.4 中 得 出 的 wn € 
npng_1K 在 Adams-Novikov 谱 序 列 中 由 hn + 其 他 项 € Extz® 4p(BP,, BP.K) 所 
表示 . 为 了 了 解 其 他 项 都 是 些 甚 么 元 素 , 我 们 先 证 明 以 下 引 理 . 

引 理 9.7.21 由 次 数 原因 ， Ext p. pp(BPs, BP. K) (加 法 的 ) 由 以 下 v 挠 元 
K co(p^-2) 和 v, 挠 自由 元 素 ha E ?Dh S v2? hs 所 生成 其 中 i > 0,a; = 
(px —1)/(p+1),n—-i=2k> 4. 另外 ,存在 关系 hn = (p2) v] P- Dh, E 
Ext;> $p(BP., BP,K). 

证 ”由 文献 [19] 定理 1.1 和 1.5, Ext" (BP,, BP, K) 是 一 个 Z,[vo] 模 ， up vg 
HICK ca(ap?) 以 及 v HA HICK ws, hi 所 生成 , 其 中 a z 0 (mod p), s 
i 之 0. 另外 , 内 次 数 | hi |= pq, | c2(ap*) |= aps(p? + p + 1)q — a(ap?)(p + " » 
| w2 |= (p + 1)?q. 

由 于 | uU2a02 = 0 (mod (p + 1)q), 因此 | UZ We IZ pg. 如 果 | ugh; |= pq, M 
b(p + 1)g + p'q = p"q,b(p + 1) = p*(p"* — 1), 从 而 (p" — 1) 必 可 除 予 p 十 1. 因此 
b=0 Hi=n RË b= ap’, 某 个 ai = (p^* —1)/(p +1) fi n-i = 2k 2 2. 因此 
hn ue *(p- UR, -2 WR v iP h (0cic«n-2)3 Ext)?” 1(BP,, BP. K) 的 所 有 的 搁 
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白 由 元 素 . 

若 | v2c2(ap*)|=p"9q, 则 prg=aps(p?+p+1)g— (g(ap’)—b)(p+1)g, ap (p? + 
p+1)=p"+ (g(ap’)—b)(p+1), 从 而 右 式 必 可 除 子 pe+ptl. 因此 我 们 有 
(9.7.22) ap? = pr—2 + Wap") zi ^ Je +1) 

我 们 推断 : s < n 一 2( 将 在 下 面 证 明 ), 因此 q(ap?) — b Hay BR p°. 可是, 由 [19] 
p.132, q(ap?) = p° “4 a = 1 mM q(ap?) = ps 十 其 他 项 , 4a 2 2. 因此 , 只 可 能 有 
q(ap*) = p°, a = 1,b = 0 ifi s=n—2. 这 就 是 说 , 仅 有 的 Exc? (BP,  BP.K) 中 的 
v- FAITE Co(p"”). 
现在 我 们 证 明 以 上 推断 . 反 设 s 2n — 1, 因此 由 (9.7.22) RITE 
S n—2 
(q(ap*) IE Je +1) _ ap! p? > p° — ^72, 


s n— p? — pn p? +p+1 s n— 
2p° > q(ap*) — b — p 2 > PP Xp +p +) 0. ) Sp ly | 


而 这 是 一 个 矛盾 . 因此 证 明了 以 上 推断 . 证 毕 . 

定理 9.7.1 的 证 明 ”对 于 Thom 映射 9 : Extb% 1 p(BP,, BP.K) — Ext)? 4 
(H*K, Zp), 我 们 有 O(hn) = (i:(hn)， 由 此 可 知 , 定理 9.7.4 得 到 的 元 素 wn € 
npng_1K 在 Adams-Novikov 谱 序列 中 由 hn + (其 他 项 ) € Extp® p(BP,, BP.K) 
所 表示 ， 由 引 理 9.7.21, 其 他 项 是 of” C Uh. 以 及 v? hs 的 线性 组 合 , 其 中 
i>0,n-i=2k > 4m a; = (p —1)/(p4-1). i& 8 € [EP 4K, K] 为 已 知 的 vz- BR 
Bt, 则 iio € m4 K and i'j'8i'i € mg K 分 别 由 ho, hi € Extgp, pp(BP BP,K) 
所 表示 . 即 ho,h; € Extgp, gp(BP., BP.K) 在 Adams-Novikov 谱 序列 中 是 永久 循 
环 . 因此 , 归纳 假设 hi € Ext 办 9p(BP,BPK) 34 i < n — 1(n > 2) TE Adams- 
Novikov 谱 序 列 中 是 永久 循环 . 由 于 wn € Tpng-1K,wn41 € Tpntig_1K TE Adams- 
Novikov 谱 序列 中 分 别 由 

hn tue Yh, 5 5 oS? hi 的 线性 组 合 € Ext? SS (BP. BP.K), 
ha toe OD hna 与 vi? hi 的 线性 组 合 € Ext? 4(BP., BP.K) 

所 表示 , 因此 hn, hny € Extgp, pp( BP., BP. K) 也 是 永久 循环 . 这 完成 了 归纳 法 从 
而 定理 结论 得 出 . 证 毕 . 

猜想 9.7.23 定理 9.7.4 可 以 推广 成 以 下 一 般 性 结果 . WE p > 5,s < 4, Ext" 
(Zp, Zp) = Zp{x}, Ext "4 (Z,, Zp) = Zp{hor}, Ext "4 ^ (Zp, Zp) = Zylaox] 
并 且 还 有 一 些 Ext 群 为 零 的 一 些 假设 . 如 果 二 阶 微分 da(z) = aor € Ext ^ 4^ (Zp, 
Zp), X r € Ext P (Z,, Zp), BU x 和 z' 是 一 对 ao 相关 元 素 , 则 存在 w € 
Tiq- K 使 得 i£ = a” -w (Bi Fr, K) FFA w € mo-sK Æ Adams 谱 序 列 中 
由 (22). (z) < Ext? 4 (H* K, Zp) 所 表示 , 其 中 E € mu .-25 是 在 Adams 谱 序 列 中 
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由 hor’ € Ext! tZ, Zp) 所 表示 的 元 素 , 而 Fn K 表示 同 伦 群 TK 中 具有 
filtration > s + 2 的 所 有 元 素 所 组 成 的 群 . 
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由 第 8 章 定 理 8.1.2, Extgp. gp( BP, BP.) 由 Opn /n4i(n > 0, p 不 整除 t > 1) 
所 生成 , mH. Novikov 已 经 证 明了 这 些 第 一 周期 性 元 素 族 qspr mi 全 部 收敛 到 im 
J C mS. 本 节 中 , 我 们 将 以 定理 9.5.1 得 出 的 hohn41 元 素 以 及 文献 [20], [21] 中 的 
JUR Bp, 1 Sr S p— 1 MICK Dojrt>21 和 7r 系 D 人 作为 几何 输入 ,证 明 球面 稳定 
同 伦 群 的 第 二 周期 性 元 素 族 Bipn jy 在 Adams-Novikov 谱 序列 收敛 性 的 以 下 定理 . 

定理 9.81 设 p>5,n>1,1<s<p" 一 1 当 p 不 整除 +>1 或 者 1< sp" 
M p 不 整除 上 > 2, 则 定理 8.1.3 中 的 元 素 

Bipn je € Ext ye o5 sa (BP,, BP,) 

TE Adams-Novikov 谱 序 列 中 是 永久 循环 , 并 且 它 收敛 到 mass (p41)q—sq_25 的 一 个 p 
阶 元 素 . 

以 下 我 们 将 分 别 对 上 >1 和 + 上 >2 两 种 情况 来 证 明定 理 9.8.1. 它 将 通过 在 典 则 
Adams-Novikov 分 解 中 进行 推理 来 加 以 证 明 . 首先 需要 一 些 预 备 知识 , 如 下 所 述 . 

设 M Jj Moore i£, 它 的 BP, 同调 为 BP,(M) = BP,/(p). it a: 51M 一 M 
为 已 知 的 (6.2.8) 中 的 映射 . 它 导出 的 BP. 同调 的 同 态 为 vi : BP./(p) 一 BP./(p). 
ig K, Ha": EM > M 的 上 纤维 , 由 以 下 上 纤维 序列 
(9.8.2) mM -25 M sk, o yri M 
给 出 . 上 纤维 序列 (9.8.2) 导出 以 下 BP. 同调 的 短 恰当 序列 

0— BP,/(p) — BP./(p) — BP./(p,v{) > 0 

回顾 6.5 节 , K 是 一 个 M 模 谱 , 并 且 M 模 谱 之 间 的 映射 i,j 0, 1j 有 如 下 的 导数 
算 子 : 


(9.8.3) d(i)=0, d(j!)=0, d(a)=0, d(ij)- -1m 
另外 , ijr: Kr 一 OTK, 的 上 纤维 是 EK, 由 以 下 上 纤维 序列 

(9.8.4) yrak, "ttr K, Prey. euis pratlk, 

给 出 . 这 可 由 以 下 3 x 3 引 理 的 同 伦 可 换 图 形 


K, 23 yreniky, — 2e, pts M 
N jr / i; Mss 一 Ír4s Na’ 
(9.8.5) 279+ M UK ris mrt? M 
foe Na 7 tes N Pr+s,r S jy 
y(rts)etiM art SM BOR YK, 


9.8 ”球面 稳定 同 伦 群 的 第 二 周期 性 元 素 族 | : 223 - 


得 出 . 更 进一步 可 得 出 , 上 纤维 序列 (9.8.4) 导出 BP, 同调 的 以 下 短 恰 当 序 列 
0 — BP, /(p,v3) 也 ,了 BP/(postr) — BP./(p, vt) 一 0 


并 且 由 同 伦 可 换 图 (9.8.5), RIA UTARA: 
(9.8.6) Vs, s ris 一 f, LO, jrpstr,r 一 a* Js+r 


./ o “7 EE 
Js+rWas,s+r = Ja: Pstrrtgip = îr 


命题 9.8.7 设 p>5 而 f eK, 5] 为 任意 映射 , 则 f = jif, HT F E 
Ditra? Rf... K,]. 

证 ”由 第 6 章 定 理 6.5.16(A), 存在 vr: X0? K, 一 Kr ^ K+ 使 得 (jj ^ 
Ik Jur = Le. & K!' 为 六 :D1K > DHS 的 上 纤维 ,由 上 纤维 序列 -1K, D 
yrerig =, K! 5 K, A, W z Alg, = (2553. Al x, vr = 0 € [E K,, KA K,]. 
因此 , zj = (lke ^ f)(z Alx,) =0, AMA f = jj f, HER f e[x K,, K.]. 证 
毕 . 

设 
(9.8.8) o2, FB yug $$, Bo=5 

|b. [1 | bo 
S?BPAE, S'BPAE, BPAEy=BP 

为 球 谱 S 的 典 则 Adams-Novokov 分 解 , 其 中 E, 2> BP AE, — E41 74 SE, 对 
所 有 s > 0 是 上 纤维 序列 使 得 机 = S, bs =TA 1g (s >0)， mo -T:S BP 是 最 
低 维 胞 腔 的 内 射 . 因此 BP ^ Es 是 Adams-Novikov REA Ej" Til, (bs4165). : 
mBP ^ E, 一 mBP ^ Espi 是 谱 序列 的 d9*- 微分 , 并 且 有 


Es" = Extp. gp( BP., BP.) => (™-s5)p 


命题 9.89 Bp>3,r>1,s6>0i E, X Adams-Novikov 分 解 (9.8.8) 中 
的 谱 , AsBP = BPA- ABP NS s ^j BP 的 压 挤 乘积 , 则 (BP ^ E), (BPA 
E,)*(M), (BP ^ E,)*(K,) 分 别 是 (At! BP)*, (A BP)* (M), (A+! BP)*(K,) 的 直 
加 项 并 且 有 [X! M, BPAE,] = (BPAE,)"* (M) = 0 4 t X —1 (mod q), [ZK;, BPA 
E,| = (BP ^ E;)"*(K,) = 0 34 t 4 —2 (mod q). 

证 ”我 们 先 考查 BP 上 同调 . 已 知 mBP = BP = BP, 因此 BP* = 
Zp)[v1,v2,…1] HERE | vi |= —2(p! — 1) TH In = (p,V1,…,Vn-1),(p,v1) 是 BP* 
的 不 变 理想 . 显然 , 有 以 下 两 个 BP* 上 同调 群 的 短 恰当 序列 


0— BP* = BP* =% BP*/(p)—>0 


0 — D-BP*/(p) 2^ BP*/(p) 2 BP*/(p,v{) 一 0 
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其 中 PO; P1 为 投射 . 

注意 到 (A°BP)* = ms(AsBP) = BP,(^5-1 BP) = BP,BP 8 ---& BP,BP , È 
HA s—1 ^ BP.BP iff s >2. 因此 我 们 有 以 下 短 恰当 序列 (s>1) 
(9.8.10) 0 一 (BP) => 一 (A*BP)* — (^*BP)*/(p) 一 0 

0 > EA BP)* /(p) => (BP)*/(p) — (A*BP)*/(p, v7) 一 0 

对 任意 f € [Et M,^* BP] = (^* BP)-'(M), Xi t 4 0(mod q) , 则 由 (AsBP)* = 
BP,BP ®-:-® BP,BP WRT (Hl BP.BP = 0 %4 r 4 0 (mod q)) 可 得 fi € 
(BP) * = 0; 4 t = 0 (mod q), Jl] fi Zp) E& (A^ BP) * "RBS p 阶 元 素 从 而 我 
们 也 有 fi = 0. XET i* =0: (A°BP)*(M) 5 (^ BP)*. 

类 似 地 有 (i) = 0: (A°BP)*(K,) ^ (A°BP)*(M) (r 2 1). 因此 ,上 纤维 序列 
(9.1.1), (9.8.2) 对 所 有 (r > 1) NS RL AEA 

0 一 (AsBP)* > (AsBP)* 25 (A BP) (M) 50 


0 — (A*BP)*(M) €: (e BPY (M) > (A*BP)*(K;,) ^0 
其 中 次 数 | 六 |= 一 1, | G |= 一 (rg 十 1). 将 以 上 两 个 短 恰当 序列 和 (9.8.10) 作 比 较 
可 得 
(9.8.11) (A BP)*(M) © E(^ BP)*/(p), 
(A° BP)*(K,) = X**** (A^ BP) /(p,vi) 
W u: BPABP > BP AWS BP 的 乘法 映射 . 回顾 前 面 所 述 ,7 : S BP 

AERA RUE at, 因此 有 u(lBp AT) = lpgp = u(r ^ lpp), 从 而 上 纤维 序列 

E, ^i BPA^E, 2> E, 53 XE, , 导出 以 下 分 裂 的 短 恰当 序列 


1BPAD。 —1 lppACs~—1 


BP ^ E, 1 — BPABP^AE,. 1 — BP A E, 
这 是 因为 (4 ^ ig _,)(lBpPp ^ b, 1) = (u ^ lg ,J)(imp ATA lg |) = lBPAÉ, V 
这 就 是 说 , BP AE, 是 BP 入 BP 入 E,_1 的 直 加 项 , 而 由 归纳 法 可 得 出 BP ^E, 
是 AH BP 的 直 加 项 . 因此 , (BP ^ E,)*,(BP ^ E;)' CM), (BP A E) (K) 分 别 是 
(A**  BP)*, (AST BP)*(M), (As+1BP)*(K;) 的 直 加 项 , 而 后 一 个 结果 由 (9.8.11) 得 
出 . 证 毕 . 

命题 9.8.12 “ 设 p > 3,m > 1 则 
Ext OP, Bp (BP. BP. pev pty) 


加 法 的 由 生成 元 VE ,v9 了” “61(trp"-27)(r > 1) MER, H t = (p?"441)/(p+ 1), 
而 č (ap?) 是 第 8 SEH 8.1.7 中 具有 次 数 sp? (p + lq WERT. 

证 ”由 定理 8.1.7, 所 要 的 生成 元 具有 形式 vi (ap?) 使 得 其 次 数 bq 十 ap*(p 十 1) 
q=p"(p+1)q,p 不 整除 a>1,0<b<p" 一 1, 而 b> max {0,p" 一 1 一 qi(ap”)}, 其 
中 ogi (ap?) = p? Æ a = 1, q (ap?) = p° + p^ 1 — 128 p ABB a 2 2. 
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若 = 0, 则 我 们 得 到 好 . hF b< p”-1, Ws <n 3H b=0 ( mod p°). 因此 ， 
b 2 p"—1—qi(ap*) 2 p"—p" ib > 1. Wb = (p—1)p +cn-2p" 7 +--+ esp? J b 
的 p 进 展开 式 使 得 0 < c; € p—1. 由 b> (p^ —1)—(p* +p! — 1) RF b > (p^—1)—p* 
可 得 出 en cop"? ep? > p" 1—p —p 或 者 2 一 一 2 一 1. 因此 我 们 有 cn_2 = 

… 二 Cs 二 p 一 1. 男 一 方面 ,b 可 除 予 p+1 因此 (p—1)—cn_at---+(-1)""* ses = 0, 
从 而 n 一 1 一 s 必 为 奇数 . 设 n 一 1 一 s = 2r—1, 则 如 所 求 的 s=n 一 27,b=p"? 一 p"“" 
并 且 a = (p?r*! 十 1)/(p 十 1). 证 毕 . 

命题 9.8.13 iU p23,n2 1, M 

(1) Ext3 有 pg (BP,, BP.) 加 法 的 由 生成 元 Pun /pr-1 Papin] ta (对 所 有 
r 2 1) 所 生成 ， 其 中 tr = (p+! + 1)/(p + 1). 

(2) Extp? p *(BP., BP. M) IMER B ERI Binpi bl uso fpa 
(对 所 有 r > 1) 所 生成 , 其 中 tr = (p+ + 1)/(p + 1), 而 bip js 是 Ext, pp(BP.., 
BP,M) 中 的 生成 元 使 得 j. (Gong) = Bin; € Extgp, pp BP», BP.). 

证 ”由 第 8 章 定理 8.1.3, Extyp 5p (BP., BP.) 加 法 的 由 生成 元 Bape jecit € 
Ext ye? 09-1 BP. BP.) 所 生成 , 其 中 s > 0,p 不 整除 > 1,b > 1,c > 0 满足 以 
下 条 件 : 

(i)b<sa=1. 

(i) pe | b < pe + p?7*71 — 1. 

(iii) poo! 十 ps-c-2 — 1 < b i pct! | b. 

并 且 Bape joi = Baps jo- 因此 ,对 Baps/b,c+1 € Ext? pg" (BP,, BPs) 我 们 有 ap? (p+ 
1)g—bq = p"*!gq--q = p^ (p--1)q— (p^ —1)q, 从 而 ap*(p+1)q+(p"—1—b)g = p" (p--1)q. 
与 命题 9.8.12 的 证 明 类 似 可 得 a = 1,5 = n,b = p^—1 MF a = (p7*-1)/(p-1),b = 
pr" —1,s = p"7?( r > 1), 并且 最 终 有 c= 0. 这 证 明了 (1).(2) 的 证 明 类 似 . 证 毕 . 

在 完成 了 以 上 命题 的 证 明之 后 , 下 面 我 们 开始 着 手 证 明和 定理 9.8.1 24 t 2 1 a 
情况 . 它 是 通过 在 一 些 谱 的 Adams-Novikov 分 解 中 进行 推理 并 且 用 定理 9.5.1 中 的 
hohn+1- 映射 作 几 何 输 入 来 加 以 证 明 的 . 我 们 先 证 明 以 下 引 理 . 

引 理 9.8.14 Æ g" 是 rpn(p+yaBP 中 的 元 素 使 得 bi60g”"jjn_1 = 0 € 
[pe en? Kos 4 BPAES], WERE 9 = priv] ~za € Tpn(p+1) BP (848 bi olg" — 
G) = 0€ 7, s(p4y14BP ^ E,, 其 中 n, x2 为 BP 的 某 个 元 素 . 

证 iu: BPABP 一 BP HINE BP 的 乘法 映射 , 则 有 yj(bo 人 lpp) = 1BP = 
upp A bo), 其 中 bo =7 :5 一 BP 如 前 面 所 述 是 最 低 维 胞 腔 的 内 射 . 因此 我 们 有 
以 下 分 裂 的 上 纤维 序列 

BP 224% Bp, BP 224° BP jp p, = s BP 


~ lBP^ bo 人 lg, 


BPAE BP ^ BP ^ E, 57^" BP A Ey 2248" SBP AE, 
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FEFE v: BPA E, — BP ^ BP 使 得 (lpp ^bo)u + u(1ap Ao) = 1pPABP- 

由 51699" jibni = 0, 则 Gog" jj, = Gig’, HET g' € [2p” a+- Kpn, ES]. 
因此 (lpp ^ €og" jj, .1) = (IBP ^1) (lap Ag’) = 0, 从 而 15p ^g" ijp- = (pp ^ 
boju + u(1ap ^ &)](15p ^ 9" 335» 1) = (lap A bojal Br ^ 9" 335» 1) 并 且 我 们 有 
(9.8.15) (bo ^ 15P)9"jj5« 1 = (1Bp ^ 9" $31 1) (bo ^ 1s.) 

= (1gp A bo)u(lBp ^ 9" 335» 1) (bo ^ Lk gms) 
= (1gp ^ bo)g" jj 1 

注意 到 (bo ^ 185p). (LBP ^ 5o), : BP, 一 BP.BP 分 别 是 右 和 左 单位 nr, ne : 
BP, > BP,BP, 因此 由 (9.8.15) RITE ma (9") = nL(9”) mod (p, 0? 7). 这 意味 着 
(pu? ~, g") 是 BP, 的 不 变 理想 , 或 等 价 地 有 g” C Ext? ‘orda( BP,, BP,/(p, vf ™)). 
因此 由 命题 9.8.12 我 们 有 
(9.8.16) g" = Xuo2 十 TA? a (trp?) + pz + uP lg, c BP, 
KUBISAAMEp-lt,-—(p7"-1)/(p- 1) fff zi,22 A BP. 的 某 个 元 素 . 

4 g = pri v) ‘ze, W (bo ^ 15p)(g" — 3) = nrl” — 8) = nlg” — 3) = 
(LBP ^ bo)(g" — g) Afi bico(g" — 9) = (LBP ^ Čo) (bo ^ 1ap)(g" — 9) = 0. WEH. 

定理 9.8.1 34 t21 的 证 明 由 定理 9.5.1, 存在 fa € npari- M 使 得 
Tn41 = JJn+l € Npntig+g_2S 在 Adams 谱 序 列 中 由 popn+l € Ext5"  4*«(7, +7.) 
所 表示 . 由 于 Thom 映射 ® :Extzip, pp(BP,, BP.) A Ext" (Zp, Zp) A (Bpr /pn—1)= 
hohn+1 (参见 第 8 章 定 理 8.1.5), 因此 nti = jiny TE Adams-Novikov 谱 序 列 中 由 
bpn jpn—i- t € Extgb. | S2 BP,, BPs) 所 表示 , 其 中 z = Xii jpn-2r_1， 
某 个 和 € Zip (参见 命题 9.8.13)， 更 进一步 , fing € Tiontigta_1M 在 Adams- 
Novikov 谱 序 列 中 由 8 On jpn_1 十 2Z' + ily) MRR, 其 中 ye Extgp. pp(BP., BP,), 
it r = = Upp Arr By pn-2r pn-2r 1 ) Din js FE Fe Ext gp, pp(BP,, BP, (M)) 中 的 元 素 使 得 
jxBipn js = Pipr/s € Extgp, pp(BP., BP.) . 已 知 Extgp, pp( BP., BP.) 的 所 有 生成 
元 在 Adams-Novikov 中 都 是 永久 循环 ， 因此 存在 f € pn+1o4g_1M 使 得 它 在 Adams- 
Novikov 中 由 Bin jp. , +2' 所 表示 . 另外 , f ATHY f e [oP 01 M] N kerd 
使 得 f = fi. 回顾 (9.8.8) 可 知 

2 了- 机 AM ONY y1E AM M EQ AM =M 
| b2A Ine IDEST. IESU 
X-BPAERM X BPAE,AM BPAM 
是 Moore j£ M 的 一 个 Adams-Novikov ^f. 因此 fi 可 提升 为 fii € Tung a (Et ^ 
M) 使 得 f, € [L «*4 M, Ei ^ M|nkerd, 并 且 di 循环 ( Alu) fai € npn+ig4 BPA 
E,^M 表示 Bin s T € Ext gh, att (BPs, BP.(M)), MH. (áo Alu) fit = fi. 
再 通过 对 等 式 (do 人 1m)f1ij = fij 作用 于 导数 算 子 d 可 得 出 (do Alu) fi = 
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由 于 (@oAlm) fit = fi € tyntiggg—1M Æ Adams-Novikov 谱 序 列 中 由 Bom ypn_1 十 
z' € Extb pE (BP, BP.(M)) 所 表示 而 v? (05s i +2’) = 0 因此 (io 和 
Iu) fra?" li = fo?" i = o?" -fi 具有 BP-filtration > 1 从 而 ( Alm) fia?” -ti 
是 一 个 di 边缘 并 且 它 等 于 (b160 A 1m)gi, 某 个 9 € [22 09M, BP ^ M]. W 
此 , ( Alu) fio?" 7! = (bič ^ 1m)g, 这 是 因为 tpn(piygr1BP 和 BI 和 AM = 0, H 
BP,(E, ^ M) 的 稀 朴 性 所 得 出 . 因此 我 们 有 
fio?" -! = (čo Alm)g+(G@i1Alm)fo $A fo € [EPOD M, Ez ^ M] 
并 且 
(1g, ^j) fio? ^! = og" j +ai(lg, ^j)fa. Fe g" € Tpn(p41)qBP 
其 中 g'j = (leap ^ 3)g, 这 是 因为 (1pp ^ j)gi € Npn(pt1Jg-1BP = 0. 3h, 由 
bolle, ^ j)fa € [EP P+ 4M, BP ^ Bo]= 0 以 及 [EP" (6*D«*! M. BP ^ Es] = 0 (参见 
命题 9.8.9), 因此 (1g, ^ j) fa = Godisfs, 某 个 fa € [2P (0* 99? M, E4] 并 且 我 们 有 
(9.8.17) (lg, ^ 3) fio? ^1 = tog" j + G1G243 fa. 
由 (9.8.17) FJ b1eog" jim. = 0, 因此 由 引 理 9.8.14, 存在 5 = pri +0? t € 
Ty» (p1)g BP, 某 个 21,22 € m BP, 使 得 bigo(g” — 9) = 0. 因此 , &o(g" — 9) = Gu fa, 
A fic Tr^ (p41)g41 E2 FFA fs = Godsfs , ET fs € Tpn(p+1)q+3 EA, 由 m BP AE, 
AY PETS. 因此 (9.8.17) 变 成 为 
(9.8.18) (1g, ^ j)fio? ^! = G09j + GiGed3fsj + Gidea fs 
注意 到 5 = pri tv? e, 因此 ,517 1 = 0 € BP*(Kpn_1) & X0" 790? Bp*/ 
(p.v 1), ATA gj = jo? 1, 某 个 5e [X «**-1 M, BP]. 因此 , 由 (9.8.4), 等 式 
(9.8.18) 变 成 为 
(9.8.19) (1g, ^3) fiJigpn i = (1g, AZ) fia? ^ js 
= éoja? -l jin + üiügüa(fsj + f3)ipn 
= Čoğji Ppr,ı + 414243 (f5j + f3)Jpn 
再 由 (9.8.4), (9.8.6) 可 得 G1G2G3(f5j + f3)jpn_1 = G1G2Ga(fsj + f3)jpr Wpr lpn = 
0, 因此 我 们 有 (f5 + fa)ils , = 0, 这 是 因为 [EP ett Kis a BP A Eos] 
034 r = 一 1,0,1( 参 见 命题 9.8.9)， 这 证 明了 (fsj + fs) = feo? ^, Xt fe 
[zr a++ M, Ea). 因此 , 等 式 (9.8.19) 变 成 为 
(9.8.20) (1g, ^ J) fidi Ppr, = Čoğji Ppa + GiGoG2 fea” jpn 
= ČoğjiPpr,ı + 414203 fej} pp" 1 


M 


并 且 由 (9.8.6) 我 们 有 

(9.8.21) (1g, ^ J) fij = &oj1 + G1G2ds feji + €i, 171 

某 个 ee [x9 ta- Ky ,, Es]. 通过 合成 do 于 (9.8.21) WE j fj, = dod dos fest + 
Gocipn 1j] = 4014203 fej) + Jjpn 16055 171 这 是 因为 dee = jj 16 ÆT E E 


. 228 . 第 9 章 球面 稳定 同 伦 群 的 一 序列 新 元 素 族 


[D P+D K pn, Kpr] (参见 命题 9.8.2). 因此 我 们 有 
(9.8.22) jfi = ügüiüoüs foi + jj, Fim Li + frai 
FE fr € [2p” 9-2. M, S]. 

我 们 推断 (9.8.22) 中 的 映射 frai 具有 filtration 2 3， 从 而 由 (9.8.22) 可 得 出 
jit lei ii © Npntigtg_29 在 Adams 谱 序 列 中 由 hohn+1 € Ext? — 9+9(2p Zp) 
所 表示 . 这 个 推断 将 在 最 后 证 明 . 因此 ,JI 6654 ii 在 Adams-Novikov 谱 序 列 
中 由 AoBpn jpn_1 + Er>1Arbt or-or/mm-o_ieEExt32 pp(BP,, BP.) 所 表示 , 从 而 由 
命题 9.8.12 可 知 €i. i6 € Npn(pt1)gKpr-1 在 Adams-Novikov 谱 序 列 中 由 vb + 
Dy P &(tp^-7) € Ext02 tD BP,, BP, Kpn—1) 所 表示 , 其 中 和 € Zp 
M tr = (pt? + 1)/(p +1). | 

由 [22] 定理 C, D 已 知 , v? € Ext. pp(BP., BPa Kr), S4 t2 1,1 <r & p-1, 1E 
Adams-Novikov 谱 序 列 中 是 永久 循环 . 今 归纳 假设 ut € Ext. pp(BP,, BP,K,) 
(4t>1l<r<p*-1Hs <n-1) 在 Adams-Novikov 谱 序 列 中 是 永久 循环 , 
因此 可 得 vi^ 77" a (trp?) e Ext 多 ta(BP.,BPKon i) 对 所 有 7 > 1 也 是 
永久 循环 . 再 由 以 上 činit 的 表示 就 可 得 出 ub c Ext pe Gt (BP,, BP, Kpn_1) 
是 永久 循环 . 这 样 的 话 , 由 (9.8.6), FE k € [EP P+D Ky, Kos] 使 得 它 导 出 
的 BP,- 同 态 k = vb. 更 进一步 , (9.8.4) 中 的 映射 ppr_1r : Kpr- > K, 对 所 
4rzp*—1d—^- 1898, 因此 p^ —1, rk dis, d € Tepn (p 1)9 Kr TE Adams-Novikov 
谱 序列 中 由 VP € Ext, pp(BP., BP.K,) 所 表示 .这 完成 了 归纳 法 并 且 可 得 出 
jppn_1rktisn_1i € Ta S 是 本 定理 所 要 得 的 Bein rr TER. 

现在 我 们 剩 下 的 工作 是 证 明 以 上 推断 . 我 们 转 而 在 Adams 谱 序 列 中 推理 并 且 

设 A A mod p Steenrod 代数 . 由 Ext?"""9-1(Z,, H*M) ~ Z5 (hnti)} 以 及 文献 
[12] .p.206 定理 5.4.8(i) 中 关于 Bon jpn € Ext2 5 3(BP,, BP.) 在 Adams-Novikov 
谱 序列 中 具有 非 零 的 2p — 1 阶 微分 可 得 出 
(9.8.23) j* (hn41) € Ext? 9-1(Z,, H*M) 
在 Adams 谱 序 列 中 死 掉 ， 因 此 , (9.8.22) 中 的 映射 f; © [E^ -2M,S] 在 Adams 
谱 序列 中 具有 filtration 2 2， 从 而 frai 具有 filtration > 3. 再 由 (9.8.21) 可 得 
Jinn pint M jfi E nprtigtq_2S 必定 具有 相同 的 filtration, AM ETE Adams iif 
序列 中 由 hohn+1 € Exty?” * (Zo, Zp) 所 表示 . 这 证 明了 以 上 推断 从 而 定理 得 证 
WEH. 

注 9.8.24 ”我 们 给 出 (9.8.23) 的 详细 证 明 如 下 . 它 将 通过 在 Adams 分 解 (9.2.9) 
中 进行 推理 来 证 明 . 反 设 (9.8.23) 中 j*hnp1 € Ext" 1 (Z,, H* M) 在 Adams iif 
序列 中 是 永久 循环 , 则 有 ihn j = 0, LF Angi E ma KG; S Ext)?" *(Z, Zp). 
因此 chua = fp ED f E npg E». 另 一 方面 , bof € npg KG S Ext?" *(Z,, 
Zp) € Zp{bn}, 从 而 有 bef = A- bn, FER A € Zp. 但 是 , 系数 入 必 为 零 , 这 是 因为 bn 
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在 Adams 谱 序 列 中 具有 非 零 微 分 d2p_1(bn) = dap 19 (B5 jpn) = Bdop-1(Bpn jpn) = 
Plab n-i uni) = hob, 1 # 0 (参见 [12] p.206 定理 5.4.8(1) ). 因此 f 一 Gof, 某 
4 fie Tontigg1 £3, 并且 我 们 有 Chant = Gof +p = Gods fo, 某 个 fo € Tpntig42ha. 
XX EUR BAT dz(hn41) = 0 与 以 下 已 知 的 非 零 微 分 do(hnyi) = aobn # 0 € 
Extap” «H(Z. Zp) (参见 [12] p.11 定理 1.2.14) 相 矛 盾 . MERIA hai £0 
从 而 (9.8.23) 成 立 . 

下 面 我 们 着 手 证 明定 理 9.8.1 当 上 > 2 的 情况 . 我 们 先 证 明 以 下 引 理 和 命题 . 

引 理 9.8.25 i p> 3M vr E Exty? OD BP,, BP, Kpr), W viz = oe 
Arup Ps (arp 2), EP Ap € Zp, ar = (tpt! + tp?” -p +1)/(p+1) Ti & (ap?) 
是 第 8 WEM 8.1.7 中 具有 次 数 aps(p 十 1)9 的 生成 元 . 

证 ”由 第 8 章 定理 8.1.7, vi 是 如 下 形式 的 生成 元 võ lap) 的 线性 组 合 ， 

中 p 不 整除 a 2 1,1 X b < p”,b > max(0,p" — qi(ap?) 而 qi(ap?) = p? Zr a = 
1,qi(ap*) = p* 十 ps ! —125a22. 

由 次 数 原因 我 们 有 bg + ap*(p + 1)q = tp^(p + 1)g, 因此 s < n, b > p^ — (p° + 
p°! -—1) > 0, Kili b > p-p! 4s <n-2. Fs=n-1, Wl b RF p^ 1(p41) 
Mill b > p +p". 在 各 种 情况 下 我 们 有 b > p”"-!(p 一 1) 而 剩 下 的 步 又 和 命题 
9.8.12 的 证 明 类 似 . 证 毕 . 

命题 9.8.206 r> sm prs: Kr 一 Ks 是 (9.8.4) 中 的 投射 , 则 ad(p,s) = 15637, 
某 个 £ © [UTI M, M] n kerd. 

证 ”由 (9.8.6), (9.8.3) RATE jsd(pr,s) = d(jspr,s) = d(o^ sj) = 0, 因此 
d(pr,s) = i£, ÆA E € [UK,,M] m E = Ejh, E E € [UMM], 这 是 因为 
&i € [[M,M] = 0. 由 第 6 章 定 理 6.4.14, HIE E = £i + zij, 其 中 &,£ € kerd N 
[=*M, M]. 因此 d(p,,s) = 6137 + 1,621337. 而 通过 作用 于 导数 算 子 d 并 运用 (9.8.3) 
Ji i,£257. —0. 因此 , iE = ésa" = 0, 这 是 因为 £s € [Z^ M, K] = 0. 因此 如 所 求 的 
有 d(pr,s) = 1.6191, HEA &i € kerdn [Z+ M, M]. WERE. 

定理 9.8.1 4 t22 的 证 明 由 定理 9.8.1 当 上 > 1, 存在 六 € [22 tD K, Kal 
使 得 导出 的 BP, 同 态 fo = v9 ,其 中 我 们 将 p" 一 1 简 记 为 a. 由 第 6 章 定理 6.5.22, 
我 们 可 设 f € Mod,, 这 是 因为 f 在 Der, 和 Mod,óo 的 分 量 都 导出 零 BP, AS. 

w 0 = ilj, € [EK K]. 由 第 6 章 定理 6.5.23, 6'f' — f'ó' € Mod, 而 这 
个 群 是 [X*K.K. 的 交换 子 环 . 因此 有 OEF- FE) = (OF — f'ó' f^)f' 或 者 等 
价 的 有 FPE -o (f = AE- f'ó'f. 用 归纳 法 可 得 出 (f)s5 -o'(f)9 = 
s((f)*0' — (FOS f), s 2 1. BH, 我们 有 
(9.8.27) s-(fy-lo' f! = (f*)s + (s - (f))*8, s2l 

设 par: Ka 一 Ki HX (9.8.4) 中 的 投射 , 则 由 第 6 章 定 理 6.5.23, pu i(f ii € 
nxK1i 可 扩张 为 ks € Mod, c [2s2 +9 Ki, Ky] 使 得 pa (fO iLi = kaili mi (ks). = 
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由 于 jiksiii = o^ (fi WP (jk. — ket 91) € Mods, 因此 (jr ks. 一 
kj ijt = 0, 从 而 半天 = kiij. 通过 作用 于 导数 算 子 d 于 等 式 pa1(f') iLi = 
ksi46 (其 中 我 们 记 5 = ij) 可 得 
(9.8.28) Par (f')*i,, = ksih — dpa 1) (f)*0,6 = ket, — i £j (S) i 

= ksi] — iija( f) $86, s21 

Jtr E € [E+ M, M] n kerd( 参 见 命题 9.8.26). 设 p ARK t > 2, 则 由 (9.8.27), 
(9.8.28) RITA dijs (f ) in = paio ju (ff) = t paa (fN inju fri, = tk 4, FG 
t0, (f) H,E0jL f, 并且 有 
(9.8.29) ij 9 =t- kt Wi fh 
其 中 记 $= (fVin +t (fF) 803 fis. 

BX Aig fi, UP eM 一 Ki 的 上 纤维 , 由 以 下 同 伦 可 换 图 形 的 上 一 
行 给 出 (m = (t —1)p"(p + 1)q + (p^ — 1)q): 

E-x 00, pptatatyg HS ge X 
(9.8.30) E je le: kt-1 E 
y-m-iy,,,""? y-m-ik, fide pomtaa gg, Mt yo m 

以 上 中 间 方 块 由 (9.8.29) 可 知 是 同 伦 可 换 的 , 因此 存在 $ 使 以 上 所 有 方块 都 是 同 伦 
可 换 的 . 

由 wit ji f'i, = 0 可 得 wit if’ = yin X y € [EP TDI, X], AMA uyj; = 
OFFA uy = A-a%, HH A € [M, M] S Zp{lm}, 即 我 们 有 
(9.8.31) wii f'=yi,, uy=A-a%, HP AE Zp 

男 一 方面 , IF) vid) = 34) iat! = at NF) = jipsi(P t, 
ji kei, 因此 jif Yia = jiki mj HT n € [E*M, M], 从 而 yji = wis fis = 
wi, jiki + wing, = wkiiiji + wing, 并 且 我 们 有 
(9.8.32) y = wkii, + win + za, 某 个 z E [D*M, X] 

by = t -pi arike_rvkit, +t- suc + pza 

由 (9.8.31) 所 得 出 . 

我 们 推断 - 
(9.8.33) bzai € Aepn(p+l)JgtagKatl 具有 BP filtration > 0 
这 将 在 最 后 证 明 . 因此 pyi = t -Pi a+ıkt-ıkıi4i (modulo RE E filtration) Æ Adams- 
Novikov 谱 序 列 中 由 t- ut € Ext? p, pp( BP., BP. Ka+1) 所 表示 . 

因此 , 由 (9.8.31), (9.8.30), (9.8.28), (9.8.27) 我 们 有 dy7, = owilj,f! = 
Via cikicii jos’ =t Yi atipa (ST 5,3, f! =V1,041Pa,1 (Maja (P) (67 1) 07) I- 


(t 7 1)V1.a-41Pa,1(f' )" da: 从 而 oy 一 (t 0 1)V1 atipa (f)! T fo? , 某 个 f € 
[Dt +D M, Kaşı). 
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b (9.8.33), gyi TE Adams-Novikov 谱 序 列 中 由 t vgv? ”所 表示 , 因此 J i 
由 vev” ”所 表示 ， 从 而 fie Ttpr (p+1)gKatl 在 Adams-Novikov 谱 序 列 中 由 UDP 


wr € Ext A» (BP, BP. Kasi) 所 表示 , 其 中 oe = Sl ve? “la 
p^r). 由 引 理 9.8.25 所 得 出 . 


由 [20], 4 p 不 整除 t > < p 时 , v? € Extgp gp(BP., BP,K,) 在 
Adams-Novikov d 归纳 设 v5 tP” c Ext? p, pp( BP, BP, K,) 对 
所 有 p DER t> p 以 及 s < n 一 1 都 是 永久 循环 ， 因此, 容易 看 出 


up P a (app e 4 oe “OK Kec 中 可 实现 , 从 而 由 归纳 假设 以 上 的 
vir 是 永久 循环 . . 因此 , v? c Ext. pp(BP., BP, K,41) TE Adams-Novikov 谱 序 
OA Htet h € ntpn(pt+1)JagKatl 使 得 导出 的 BP,- 同 态 hs = =u, 
这 样 的 话 , M1 <r cat l=p”, jj.Daxiih € mpm (pti)g—rq—29 就 是 本 定理 所 要 得 
到 的 Bis /。- zx. 

现在 我 们 剩 下 的 工作 是 证 明 推 岂 (9.8.33)， 回 顾 前 面 已 知 , jaf'iai € mM 在 
Adams-Novikov 谱 序列 中 由 85, jon, € Extgp, Bp(BP., BP.M) 所 表示 而 Bln jpn = 
U1 Bs jpn 因此 (5 )«(Bin 5.1) = —0€ Ext3>, pp(BP., BP, Ki), 从 而 dj, fi € 
1K, 具有 BP-filtration >q+1. 因此 ,在 Ki 的 Adams-Novikov 分 解 中 , i4 j^ fili 
可 提升 为 K E€ m, Egy ^ Ky 使 得 (G0 人 1K.)… (ŭa A lg )k = Ajfüi 由 于 
Kı 是 一 个 M- Bü, 因此 s = x «d, X Kk € [X*M, E ^ Ki]， 最 终 我 们 
有 A fs = (ão 人 人 1) (s A 1i) € oj, X o € fae" e*«S, Ky). 注意 到 
(bo ALK, )o € mj 44,4 BPAK, & Homb 8 > Bp (BPs, BP,(BPAK:)) Œ Kı H} Adams- 
Novikov 分 解 中 是 一 个 di 循环 , 它 表 示 群 Ext p +9(BP,, BP. Ka) 中 的 一 个 元 素 ， 
而 这 个 群 由 次 数 原因 为 零 ( 注 : 这 是 因为 ExtBP pp(BP., BP,K1) = Z,[v2]), 因此 有 
(bo \1lx,)o = =0, Am o 可 提升 为 o' € m, Equi NK, 使 得 (Gp ^lg,)--- (Alk o — c. 
FAA i32 fi, = (Go ^ 1c) (s ^ Lo )(s' +077). 由 此 可 以 说 明 , 以 下 由 (9.8.30) 
的 上 行 的 上 纤维 序列 所 导出 的 短 恰当 序列 作为 BP.BP- 上 模 恰当 序列 是 分 裂 的 : 

0— BP,K, “> BP,X "S BP,M 0, H#| uw, |= -(p**! + 1)q 
这 个 分 裂 性 在 以 下 Extzz pp 层级 也 是 成 立 的 : 

0 Ext? K, — Ext? X — Ext? M 一 0 
这 也 就 是 说 , 存在 BP, 不 变 同 态 w:ExtX 一 Ext PK, 和 w': Ext? M 一 Ext? X 
使 得 wus = lpok Ww = lpxtoM FFA ws 十 ww = lxtox， 其 中 我 们 简 记 
Ext? > pp(BP., BP,X) Jy Ext? X. 

为 了 证 明 推 断 (9.8.33), i 9zai € 1, Ko41 BA BP-filtration 0, 则 由 (9.8.32), 
它 在 Adams-Novikov 谱 序列 中 由 Av?vi? € Ext K,41 所 表示 , 其 中 A 0 € Z,. A 
此 zi € Ttpn(p+Do+a- DaX £ 必 具 有 BP filtration 0, 并 且 它 由 某 个 zx c Ext?*X 所 表 
示 而 ($) (vr) =A- vpo? . 可 是 ， 
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T = Uu (Z) 十 WwWs(Z) = w'w,(x) 
这 是 因为 由 次 数 原因 有 u(x) € Ext0t P+D- g = 0, 因此 
z-AXw(v) HRN € Zp ra= tp"(pt+ 1)g 4 (a—1)g — p^*!q—4 
这 是 因为 w.(z) € Ext?” M = Z, {vt}, 因此 有 
ugg?” = ($) (vr) = X (9). w' (vr ^?) 
再 由 于 ow’ (ot) 属于 Ext^" X 的 同 构 于 Ext”*M 一 个 加 项 而 Ext M 是 一 个 平凡 
的 Z,[ve]- 因此 我 们 有 
= ub" (Pew (v) = A- vA € Exi Kapı 
这 是 个 于 大 从 而 证 明了 推断 (9.8.33). 证 毕 . 
在 完成 了 关于 球面 稳定 同 伦 群 第 二 周期 性 新 元 素 族 的 定理 9.8.1 之 后 , 我 们 不 
加 证 明 地 叙述 关于 球面 稳定 同 伦 群 第 二 周期 性 新 元 素 族 的 更 进一步 的 结 采 ， ETE 
理 9.8.1 的 结果 的 基础 上 利用 谱 M(p,pr,og2 )( 它 是 BP. /(p", vi” ) 的 几何 实现 ) 的 
有 关 性 质 加 以 证 明 , 其 详细 证 明 可 参见 文献 [23]83. 
定理 9.8.34 i$ p25. j= c <p '*-1G4t2>1 (cp sp 4t>2), We 
FH 8.1.3 中 的 元 素 
Btpn /jit1 € ExtBp, pp(BP,, BP.) 
在 Adams-Novikov 谱 序列 中 是 永久 循环 , 并 且 它 收敛 到 mS 相应 的 pt! 阶 元 素 . 
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